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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Da aber Zukommen, notwendig Zukommen und
kontingenter, d.h. meglicher- oder zufalligerweise
Zukommen versdiieden ist | denn vieles kommt
einem zwar zu, aber nicht notwendig, und anderes
kommt einem weder notwendig noch eberhaupt
zu, kann aber einem zukommen|, sowird o en-

bar auch in jedem dieser Falle ein versctiedener
Schlu gewonnen werden und kennen die Begri e,

aus denen der Schlu besteht, sich nicht auf
gleiche Weise verhalten, sondern sie werden bald
notwendig sein, bald einander einfach zukommen,
bald kontingenterweise.

Aristoteles, Erste Analytik 1

Die Welt der modalen Aussagenlogikist noch in Ordnung. Dort gibt eseineert-
wickelte mathematische Theorie samt Anwendungenin sovielfaltigen Bereichen
wie Linguistik, Philosophie, Informatik und den Grundlagen der Mathematik
(etwa der Beweisbarkeitslogik). Die Entwicklung ist hier schon so weit gedie-
hen, da man beginnt, historische Phasenihrer Entwicklung in diesem Jahr-
hundert auszumaden. So unterscheiden Robert Bull und Krister Segerlerg |

der Verfahrungskraft trichotomischer Einteilungen nachgebend | drei Phasen
der Entwicklung der modalen Aussagenlogik,eine syntaktische, eine algebrai-
sche und eine modelltheoretische. Die erste Phasecharakterisieren sie durch die
weitgehendeAbwesenheiteiner expliziten Semartik, die zweite durch den Ver-
such algebraistie Semariik en zur Analyse modaler Logiken heranzuziehenund
sdlie lic h die modelltheoretische durch die Dominanz sogenanter M egliche{
Welten{Semartik en [Bull/Segerberg 1984. Nach ganz ahnlichen Kriterien un-
terscheiden Patrick Blackburn, Maarten de Rijk e und Yde Venemaetwas expli-
ziter eine , syntaktische Ara\ (1918{ 1959), eine , klassisdie Ara\ (1959{ 1972)
sawie eine ,moderne Ara\ (1972 { heute) [Blackburn/de Rijke/Venema200d.
Zweifelloskann man jedoch festhalten, da der enormeEntwicklungssdub, den
die modale Aussagenlogikseit den siebziger Jahren erfahren hat, im wesen-
lichen auf den eberwaltigenden Erfolg der Kripk e-Semaiik en zureickzufehren
ist. Nachdem etwa um 1970 auch das Problem der Kripk e-Unvollstandigkeit?

1Zitiert nach [Aristoteles 1997, S. 18.

2Eine modale Logik heit Kripk e{vollstandig, wenn sie durch eine Klasse von Kripk e{
Frames semarntisch charakterisiert wird. Z.B. wird die Logik S5, die man als Modellierung
des Begris Analytizit at oder logische Notwendigkeit verstanden hat, durch die Klasse aller
Frames charakterisiert, deren Erreichbarkeitsrelation re exiv, transitiv. und symmetrisch, also
eine Aquiv alenzrelation ist. Ein interessanes Beispiel fur eine Kripk e{unvollstandige Logik
ist Solovays System S, in welchem er den Operator 2 als ,beweisbah interpretierte, jedoch
so,da er diejenigen Eigenstaften des Beweisbarkeitspradikats einfangen sollte, die im Stan-
dardmodell von PA wahr sind. Diese Logik hat mberhaupt keine Kripk e{Mo delle. Siehehierzu
etwa [Chagrov/Zakhary ascev 1997, S. 94 .
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durch Einfehrung der verallgemeinerten Frames® gelost war, hatte man eine
Semarik gefunden, welche es erlaubte, jede normale konsisteie Modallogik
durch eine Klassevon “Frames' zu charakterisieren.

Wedselt man nun die Perspektive und wirft einen Blick auf die Situati-
on in der modalen Pradikatenlogik, so verandert sich das Bild drastisch. Das
Interesseist hier traditionell vorwiegendphilosophisthen Ursprungs. Schon Ari-
stoteles verstrickte sich in der Ersten Analytik bei seinemVersud, die Prin-
zipien quarti zierter Modallogik aufzuklaren, in Schwierigkeiten, die man |
mit [Lukasiewicz1957 | lange Zeit fur immanente Widerspreiche hielt, und
die man erst kerzlich | ebenfalls mit Mitteln, die den gewohnten modallogi-
sthen Rahmen wbersdireiten |  einer Kl arung hat naher bringen kennen (vgl.
[Thom 1994). Gleichwohl ist die modale Pradikatenlogik nicht nur in vielen
(philosophischen) Disziplinen vertreten, sondernnach wie vor ein unentb ehrli-
ches Hilfsmittel zur Analyse philosophisder Fragen, wie etwa des Essertialis-
mus, des Aktualismus oder der Theorie der Eigennamen.

Nach wie vor ist man sich jedoch hecst uneinig darelber, wie genau Mo-
delle der modalen Pradikatenlogik aussehersollen. Das Unbefriedigendedieser
Situation wird deutlich, wenn man sich vor Augen halt, da die Angabe einer
geeignetenKlasse von Modellen eine Modelltheorie uberhaupt erst ermeglicht.
Will man ferner in einer axiomatisch formulierten (modalen) Theorie modell-
theoretisch oder kalkellisiert schlie en, soist ein Vollstandigkeitssatzunerla lic h.
Denn anderenfalls kann man weder modelltheoretisch argumertieren, da man
keine Modellklassezu nennenwei bzgl. derer Gultigk eit vorliegen mu ; noch
lat sich in allgemeinerWeisevom Kalk el her argumertieren, da esgelltige aber
nicht herleitbare Satze geben kann. Die methodologisde Fruchtbarkeit seman-
tischer Vollstandigkeit hat auch Johan van Benthem hervorgehoken, wenn er
sdhreibt:

Thus the ubiquitous logical completenesstheorems have a natu-
ral motivation for the philosopher of scienceas well: they em-
body conditions of adequacy on empirical theories in semariics.
[van Benthem 1984, S. 1874

Die weseltliche Ursache fur die vielfaltigen Modellbegri e liegt dabei darin
begrindet, da die Interpretation modaler pradikatenlogistier Formeln eine
Vielzahl von Entscheidungenhinsichtlich der Denotation von Termen, desWir-

kungsbereichs von Quantoren, der Interpretation von Pradikaten etc. verlangt.
Die Fokussierungauf philosophisdie Anwendungenhatte aber den aus systema-
tischer Sicht nachteiligen E ekt der Zersplitterung von Modellkonzepten (ver-
gleiche Abbildung 1). Die Versude, klassishie Tedniken der modalen Aussa-

®Diese verallgemeinerte Semartik wurde in ihren mathematischen Aspekten im Grun-
de schon 1951/52 von Jonssonund Tarski entwickelt [Jonsson/Tarski 1951/52], wenngleich
sie keinen Zusammenhang zur Modallogik herstellten. Die erste explizite Behandlung die-
ser verallgemeinerten Semartik ndet man 1970 bei Makinson [Makinson 1970. Ausfehrli-
cher ist die Entwicklung diesesModellkonzepts bei Chagrov und Zakharyastev besdirieben
[Chagrov/Zakhary asdev 1997.

“Relevant ist das Kapitel 9: ,Logical Semartics as an Empirical Sciencé; vgl. auch den
Aufsatz [van Benthem 1984).
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genlogik, wie die Methode der kanonisdhen Modelle, auf die modale Pradika-
tenlogik zu ebertragen, fehrten zudem| soweit sie eberhaupt gelangen| auf
immer kenstlichere und kompliziertere Beweisevon Vollstandigkeitsresultaten.
Ein Hauptproblem war hier insbesondereda ein erfolgreicher Vollstandigkeits-
beweis fur eine bestimmte Logik sich im allgemeinenals nutzlos erwies, sobald
man den Blick auf andere Logiken richtete, da man im Beweis spezi sche Ei-
genstaften der Logik (oder der Klassevon Logiken) gerutzt hatte.

Fernerist im Auge zu behalten,da man einerseitsmodale Prinzipien axio-
matisch fordern und informell begrenden kann, andererseitseine Modallogik
auch durch die Spezi zierung einer inhaltlic h motivierten Modellklasse ange-
ben kann. In diesemFall kann essein, da die angegelene Modellklassenicht
geeignetist, die informell eingekhrten modalen Prinzipien zu interpretieren,
und so die konkurrierenden Theorien nicht auf der gemeinsamenEbene einer
formalen Semarnik diskutiert werden kennen.

Das Ziel einer gleichfermigen semarischen Behandlung, weldche die Inter-
dependenzenzwiscen versdiedenenmodalen Theorien aufzuweisengestattet,
wird audch aus einer verstarkt wissenschaftstheretischen Sichtweise motiviert,
wie David Pearceund Heinrich Wansing| sich auf die modale Aussagenlogik
beziehend| betont haben:

Most signi cantly, it is the manner in which the dierent theories
t together (in the lattice structure) that seemsto be decisiwe for
characterizing the researd tradition and for exhibiting its internal
coherenceand uniformity. Thus, if we consider possibleworlds se-
mantics as comprising nets or ensenbles of interrelated theories, we
obtain not only strong structural analogiesto scierti ¢ researt tra-
ditions of the customary sort, we also acquire additional semartic
and methodological support in favor of the kind of uniform represen-
tation of intensional semartics that the standard picture provides.
[Pearce/Wansing 1989, S. 490.

DieseneueEinheitlic hkeit zwischen den eherformalen, logisth{mathematischen
und den eher inhaltlic hen, begriic h{philosophischen Aspekten der modalen
Pradikatenlogik zu erreichen, wurde auch von Ghilardi und Meloni eingefordert:

In fact, the unity between mathematical and philosophical aspects
[...] now appearsjusti ed: we point out that this unity should be
not assumedasa dogma, but reached during the work of conceptual
explanation of the problems suggestedby the mathematical and
linguistic practice. [Ghilardi/Meloni 1997, S. 106.

Eine (unvollstandige) Ubersicdht wber den ,Wald™ meglicher Modellstrukturen
gibt Abbildung 1 auf der folgenden Seite, die [Garson 1984 ertnommen ist.
Skvortsov und Sheltman fassendiese Situation wie folgt zusammen:

Semartical methodsin classicallogic are provided by classicalmodel
theory. But for non{classical predicate logic, model theory has not
yet beenelaborated. One of the reasonsfor this delay is the variety
of semarics for these logics making a general concept of a model
too ambiguous. [Skvortsov/Shehtman 1993, S. 69.
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Diese Situation ist naterlich sovohl aus logisth{systematischer wie auch aus
philosophisder Sicht hedhst unbefriedigend. Denn eine derartige Vielfalt von
Modellstrukturen madt nicht nur eine komparative modelltheoretische Be-
handlung versdiedener(modal{) philosophisder Theorien unmeglich, sondern
dareber hinausillustriert die AbwesenheiteinerallgemeinenSemartik auch eine
fundamerntale Lecke im Verstandnis der Ausdrucksfahigkeit von modalen Spra-
chen erster Stufe. DieseL eicke durch Angabe einer hinreichend exiblen forma-
len Semartik zu sdlie en, stellt daher ein dringendesDesiderat dar. Insbeson-
deresteht zu erwarten, da sich erst dann ahnlich erfolgreiche Anwendungenwie
im Fall der modalen Aussagenlogikergelen| etwa in Modellierungswersudien
der Kl, der Linguistik oder der Philosophie| wenn dieseUnubersiditlic hkeit
grundsatzlich uberwundenist.

Da diesesZiel nun erreichbar sceint, liegt an den betradtlichen Fort-
schritten im Bereich der formalen Semairik, die in den letzten Jahren erzielt

wurden.
QML
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Abbildung 1
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2 Uber die Inad aquatheit der Kripk e{Seman tik

Fassenwir die konzeptuellen Quellen der Vielfalt von Modellstrukturen noch
einmal naherins Auge. Gehenwir von einem Standard{Kripk e{Frame der Form
(F; ;D) aus,sobietet sich zunacdst eine Klassi zierung der Modellstrukturen
in folgendevier Kategorien an:

1. Variierende Gegenstandsbkreiche: Falls D keinen speziellen Bedingungen

geregt.
2. Monotonie: Ist , sogilt D D fur alle "'Welten' und
3. Anti{Monotonie : Ist , sogilt D D fur alle 'Welten' und

4. Konstante Gegenstandsbreiche: Falls fur alle "Welten' und
D =D qil.

Man beadite, da etwa eine Entscheidung fer konstante Gegenstandsiereiche
kaum philosophist motiviert seinkann, sonderneherder einfachen technischen
Zuganglichkeit derartiger Modellstrukturen entspringt. Modelle, die monoton
bzw. anti{monoton sind, korrespondieren bekanntlich auf der axiomatischen
Ebene mit der Forderung, da die konverse Barcan Formel bzw. die Barcan
Formel zur Logik geheren. Desweiteren lat sich | wie Hughesund Cressvell
in [Hughes/Cressvell 1994 betont haben| die Entscheidungfer beliebigebzw.
konstarte Gegenstandslereiche mit der Behandlungvon Quantoren korrelieren,
genauermit der ,possibilistischen bzw. ,aktualistischerh Quanti k ation.

Ein entscheidender Punkt hierbei ist o enbar jeweils die Frage, welche
geweinschten Eigensdaften der Interpretation modal de nierbar sind. Hierfur
stellen die Barcan{Formeln® ein klassisties Beispiel dar. Legt man klassi-
sche Kripk e{Semariiken zu Grunde, so entsprechen sie auf der modelltheo-
retischen Ebene| wie geradesdon erwahnt | der Monotonizit &t bzw. Anti{
Monotonizitat der Gegenstandslereiche. Soldhe Korrespondenzenlassen sich
jedoch | wie Ghilardi und Meloni zeigten| in verallgemeinertenSemariik en
sehrviel subtiler herstellen. Siebemerken (im ,Jargon” der Funktor{Semantik):

[...] howewver notice that the condition for the transition relations
Dy to bepartial functions, partial injective functions, totally de ned
relations, etc. are easily seento be modally de nable [...], soby in-
troducing appropriate simple additional axioms one can avoid split-
tings, identi cations, deathsand births. [Ghilardi/Meloni 1991, S.
82.

Es durfte klar sein, da jedesFestlegenauf einesder obigen (klassisdhen) Mo-
dellkonzepte diverselnterpretationen ausstilie t. Entscheiden wir uns z.B. fur
konstarte Gegenstandslereiche, sowird das,Reden wber nicht{existente aber

®Diese tauchen zum ersten Mal | allerdings in einer notationellen Variante mit  und
strikter Implik ation | 1946 als Axiom 11 in Ruth Barcan Marcus Arbeit ,A functional cal-
culus of rst order based on strict implication\ (siehe [Marcus 194€]) auf. Vergleiche auch
[Marcus 1993.
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.meglicha Objekte ausgeshlossen® Setzt man sich alsozum Ziel, eine modell-
theoretische Behandlung beliebiger modaler Pradikatenlogiken und damit eine
Formalisierbarkeit versaiedenster Einstellungen bezuglich der Interpretation
der modalen Sprache zu ermeglichen, so verbietet sich jede Festlegungauf eine
spezi sche Modellstruktur vom Standard{Kripk e{Typ. Garson hat diesesZiel
1984 wie folgt formuliert:

Ideally, we would liketo nd a completely generalcompleteness
proof. [...] The proofs for all lessgeneral systemswould then fall
out of the generalproof just asproofs for the stronger propositional
modal logics result from the completenessproof for K. This would
help clarify and unify quantied modal logic. [...] We hope that
the tools which we display in this sectionwill help others nd better
ways to read this goal. [Garson 1984, S.273.

Die Frage nun, wie eine solche verallgemeinerte Semartik strukturiert sein
meisste, um einen ,vellig allgemeinen Vollstandigkeitssatz zu gewahrleisten,
wird Gegenstandder Untersuchungen sein. Dabei wird auch das Problem im
Auge zu behalten sein, inwiefern der ebliche syntaktische Apparat quarti zier-
ter Modallogiken hinreicht, um bestimmte philosophisthe Probleme zu forma-
lisieren. Hierzu werden einige Bemerkungen bei der Diskussion von Fittings
Abstraktionsprinzip gemadit.

Ein weiteres Argument fer die Inadaquatheit der Kripk e{Semartik ist die
Trivialisierung des Problems der Re{ldenti zierung einesIndividuums in ver-
schiedenen meglichen Welten, wie es unter anderem David Lewis in seiner
Counterpart{Theorie diskutiert hat [Lewis 1968. Dabei beadte man, da man
auch dann, wenn man die Monotonizit at aufgibt, in der Standard{Semartik da-
von ausgely, da in versdiedenenWelten ein und dieselben Gegensknde liegen
kennen.

In der Tat ist dies die Quelle diverser Unvollstandigkeitsresultate fur rect
einfache quarti zierte Modallogiken und der wesettliche Ansatzpunkt fer Ver-
allgemeinerungender klassistien Semariik. Denn geradedieseVerbindung zwi-
schen Unvollstandigkeit auf der einen Seite und dem Individuierungs- und Re{
Identi zierungsproblem auf der anderen Seite, scheint nahe zu legen,da es
sich hier nicht um blo “mathematische Artefakte' handelt, sonderneine edte
konzeptuelle Inadequatheit der Kripk e{Semartik verborgen liegt.

5Denn dies verlangt, da in einer meglichen Welt ein Gegenstanda nicht existiert, wel-
cher jedoch im Gegenstandstereich einer anderen Welt  liegt. Um dies formal ausdreicken
zu kennen, brauchen wir also o ensichtlic h auch nicht{denotier ende Terme oder ein Existenz-
predikat.
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3 Erweiterungen der klassischen Kripk e{Seman tik

Den Unzulanglichkeiten der klassistien Semarik kann man auf (mindestens)
zweifacdhe WeisebegegnenVerallgemeinertman die Semariik dahingehend,da
man zusatzliche Relationen zwischen Individuen oder Welten einfuhrt, erheht
man die Flexibilit at der Interpretation. Individuen kennennun z.B. (wahlweise)
“versdwinden' oder “sich vermehren'. Andererseitskann man sich auch auf den
Standpunkt stellen, da die Kripk e{Semartik im weserlichen angemesserist,
lediglich der syntaktische Apparat nicht hinreicht, um bestimmte Probleme
adaquat zu formalisieren. Beide Ansatze seienkurz skizziert.

3.1 Modizierung der Semantik

Ausgehend von den zahlreichen Unvollstandigkeitsresultaten in der moda-
len Pradikatenlogik und dem gleichzeitigen Erfolg von Kripk e{Semariik en im
aussagenlogidten Fall, ergibt sich zwangsku g die Frage, ob die Standard{
Kripk e{Semartik dahingehend verallgemeinert werden kann, da die formal{
semartische Charakterisierbarkeit beliebiger Logiken erreicht wird. 7 Geht man
von einem Standard{Kripk e{Modell der Form < F;D > aus, wobei F ein (aus-
sagenlogisbes) Frame bezeidbine und D einen Gegenstandslereid, so bieten
sich zunadhst zwei Richtungen an, Verallgemeinerungenanzugelen. Die erste
Meglichkeit besteht darin, das Frame durch eine geeigneteAlgebra zu ersetzen
und so eine algebaische-bzw. topologische Semantik zu erhalten. Soldhe Modi-
zierungen haben aber aufgrund ihrer Abstraktheit oftmals den Nacdhteil, da
sie modelltheoretisches Schlie en scwierig machen, da der "geometristie’ Cha-
rakter der Modelle verloren geht. Der andereWeg,denwir hier verfolgenwollen,
versudt, zusatzliche Relationen zwisdhen den Individuen des Gegenstandsle-
reichs einzufehren, und sodie Wahrheitsbedingungensoengals meglich an den-
jenigen der Standard{Kripk e{Semartik zu orientieren. In dieserRichtung sind
verstiedeneVersude unternommen worden. So haben Shettman und Skvorts-
ov in [Skvortsov/Shehtman 199( Kripke{sheavesund Kripke{bund les, Ghilardi
in [Ghilardi 1989 eine Funktor{Semantik (C{sets) sawie sdlie lic h Shehman
und Skvortsov in [Skvortsov/Shehtman 1993 die Metaframe{Semantik angege-
ben. DieseSemariik en eignensich insbesondere um Unvollstandigkeitresultate
bezuglich der Standard{Kripk e{Semartik zu erhalten.? Eslat sich nun zeigen,
da sich die eingekihrten Semartik en nach ihrer semarischen Starke | wie in
Abbildung 2 auf der folgendenSeitegezeigt| ordnenlassen.Diesist sozu ver-
stehen,da sich jedesC{set der Funktor Semarik als ein speziellesMetaframe,
jedesKripk e{Bendel als C{set usw. au assen lat.

Aufgrund dieserhierarchischen Ordnung ware esinstruktiv zu sehen,inwie-
fern die verstiedenenSemartik en graduell die Besdirankungender klassisten
Kripk e{Semartik ebersdireiten. Im Detail ist dies noch nicht ausgearkeitet
worden; jedoch haben Ghilardi und Meloni bezglich der Funktor{Semantik
die wesettlichen Unterschiede zu klassistien Ansatzen herausgearkeitet, was

"Hierbei ist natwrlich entscheidend, sich zunachst darauf zu einigen, was eine modale Preadi-
katenlogik formal genauist.
8Siehehierzu z.B. Ghilardi [Ghilardi 1991].
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Standard Kripke-Semantik

— T,

Konstante Domains BF + CBF Formeln Variierende Domains
Possibilistische Quantoren E! - Relativierung Aktualistische Quantoren

\/

Kripke-Bundle Semantik
Shehtman/Skvortsov 1990

Isoda 1997

Funktor Semantik Countable Domains Kartesische Metaframes
. L -t
Ghilardi 1989 Shehtman/Skvortsov 1993
Hyperdoktrinen Semantik &, Allgemeine Metaframes
Shirasu 1998 Shirasu 1998 Shehtman/Skvortsov 1993
Abbildung 2

insbesondereinteressan ist, da sich die Funktor{Semantik in der Metaframe{

Semarik interpretieren lat. Sieverteidigen zunachst das hohe mathematische
Niveauihrer Untersuchungen mit der | auch dieserArb eit zugrundeliegenden
| Auassung, da mathematisch{technische und logisch{philosophische Ent-

wicklungen untrennbar miteinander verwoben sind:

One can now think that this is mathematics, not just philosophy
or logic: we think newerthelessthat there is a deep unity between
philosophi@l and mathematical questions in what they study, from
apparently di erent points of view, the sameobject, namely the vari-
ation during space,time and knowledge. [Ghilardi/Meloni 1991]], S.
80.

Die gressereAllgemeinheit ihrer Semartik dreickt sich nun unter anderemdarin
aus,da Prinzipien wie die Notwendigkeit der Identit at,

a=b 2(a=Db)

die zum Beispiel von Kripk e in \Naming and Necessiy" verteidigt wurde
[Kripk e 1972 oder die Barcan{Formel, nicht allgemeingultig sind. Auch ver-
zichten sie auf die Forderung, da kein Gegenstandstereich leerist, soda das
Scema

8XA(X) 9IxA(X)

nicht geltig ist. Interessanerweiselassensich jedoch die Quantorenregeln der
Jfree logid nachweisen. Eine fur Anwendungenin der Spradphilosophie oder
der Linguistik recht vielverspredhend ersdeinende M eglichkeit diesesSystems
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bestelt zum Beispieldarin, da Konstantensymbole als “partiel | starr' interpre-
tiert werden kennen?

Ein ein u reic hesphilosophisdr motiviertes Modellkonzept sdhlie lic h liegt
in David Lewis' Counterpart{The orie (vgl. [Lewis 1968) vor, worauf Gideon
RosensTheorie desmadalen Fiktionalismus (vgl. [Rosen199Q) aufbaut, welche
versudt, die wesettlichen Strukturen der Counterpart{Theorie zu eubernehmen,
ohneihre ontologischen Verp ic htungen einzugehen.

3.2 Bereic herung der Syntax: Fittings Abstraktionsprinzip

Die Meglichkeiten die Syntax zu bereichern sind im Prinzip naterlich nahezu
unbestirankt. Zu den "beliebtesten' solther Ma nahmen zeahlen die Einfehrung
eines Existenzpmdikates eines Aktualitatsoperators sowie beliebig vieler mo-
daler Operatoren, die auf geeigneteWeise indiziert und interpretiert werden.
Hierzu vielleicht ein kurzes Beispiel. Wie man leicht einsielt ist ein naterlich{
spradlicher Satz wie , Es hatte einen Gegenstandgeben kennen, weldcher sich
von allen tatsacdhlichen Gegensanden unterscheided in der eblichen Syntax
nicht formalisierbar. Fuhrt man jedoch ein Existenzpradikat E!, sovie einen
Aktualit atsoperator A ein, solat sich der obige Satz wie folgt ausdreicken:°

3(9x): AE!(x)

Eine m.E. recht eintr agliche Erweiterung der Syntax sei etwas ausfelhrli-
cher besprachen. Melvin Fitting hat in einer Reihe von Arb eiten'! ein Konzept
weiterertwickelt, weldhes auf Stalnaker und Thomason zureckgett? und Ge-
brauch von der sogenanten , predicate abstraction\ madt. Dabei geht er von
folgendemProblem aus: Ist eine Formel der Gestalt 2 (c) gegelen, wobei c ein
Konstantensymbol ist, soist die Formel auf zweifache Weise| korrespondie-
rend mit einer extensionalenbzw. intensionalen Deutung der Konstanten? |
interpretierbar (vgl. [Friedrichsdorf 1993, S. 260). Man kann verlangen,da sie

9Man denke zum Beispiel an eine Konstante |, welche den ,Finanzminister der Bundes-
republik Deutschland\ in einem zeitlogischen System bezeitine. Dann sdeint es durchaus
verneinftig anzunehmen, da die Konstante | fur eine gewisseZeit starr denotiert (sagen wir
135Tage), machmal nicht denotiert (vielleicht eine Woche) und sich sdlie lic h auf einenneuen
Gegenstand (d.h. eine Person) bezieh.

Djeses Beispiel steht in Zusammenhang mit einem von Plantinga [Plantinga 1974 und
Konyndyk [Konyndyk 1986 vorgetragenenontologischen Einwand, da namlich die Standard{
Interpretation der modalen Sprache die Existenz von ktionalen, nicht{aktualen Gegens®nden
impliziere. Dies widerspricht verschiedenenSpielarten desmodalen Aktualism us. Man beadte,
da (9x): AE(x) in einer Welt w wahr ist, falls in w ein Gegenstanda existiert, welcher nicht in
der “wirklic hen' Welt w vorkommt. Fer Details konsultiere man [Chihara 199§, insbesondere
S. 22{36.

1 Sjehe etwa [Fitting 1991, Fitting 1998

12g5jehe [Stalnaker/Thomason 19684 und [Stalnaker/Thomason 19684

13 Die Unterscheidung extensional/in tensional geht auf Rudolf Carnap (vgl. [Carnap 1947])
zureck. Die Fahigkeit modaler Sprachen zwischen Intensionen und Extensionen zu di eren-
zieren ist ein Grund dafur, da sie haug auch als intensionale Sprachen bezeidnet werden.
Die Sprache desklassisdhen Pradikatenkalkels wird demerntsprechend als extensionale Sprache
bezeitnet.
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in der Welt w wabhr ist, falls c in w interpretiert wird und (c) in allen Welten
gilt, die von w auserreichbar sind (extensionaleDeutung).* Andererseitskann
man die Formel auch so verstehen,da sie wahr ist in w, wenn (c) wahr ist
in jeder erreichbaren Welt v, wobei diesmal c in v interpretiert wird (inten-
sionale Deutung). Beide Meglichkeiten entsprechen aber gewissenintendierten
Interpretationen und stimmen lediglich dann mberein, wenn wir von starr refe-
rierenden Konstantensymbolen ausgehent®

Interessarerweise fuhrt der Versud, das Konzept der Skolemisierung in
die quarti zierte Modallogik einzubringen, unmittelbar auf die Forderung nach
Zulassungnicht{starr referierender Konstanten. Wollen wir namlich den Exi-
stenzquartor in 2 (9x) (x) eliminieren, so messenwir im allgemeinendavon
ausgehen,da wir in verstiedenenWelten versthiedene Gegenstnde wahlen
meissen.Die “skolemisierte' Formel 2 (c) enthalt dann eine nicht{starr referie-
rende Konstante. Zudem sdeinen wir, wenn wir die Formeln (9x)2 (x) und
2(9x) (x) skolemisierenwollen, in beiden Fallen dieselbe Formel, 2 (c¢), zu
erhalten.

Fittings Vorsdlag lauft nun im weserlichen darauf hinaus, die Formel
2 (c) auf zweifache Weise| korrespondierendmit den zwei Varianten der Sko-
lemisierung| lesbarzu madchen, und zwar mit einer syntaktischen Vorsdhrift,
weldche gewisserma enden "Wirkungskbereich' eines Terms festlegt. Formal be-
reichert er die Mengeder Formeln | ahnlich wie im Lambda{Kalk el | durch
folgendeVorsdrift:

Ist eine Formel, x eine Variable und t ein Term, so ist der Ausdruck
(x: )(t) eine Formel.

Den beidenobigen Interpretationen von 2 (c¢) entsprechen nun die syntaktisch
versdiedenenFormeln 2 ( x:  (x))(c¢) und (x: 2 (x))(c). Die erste Formel in-
terpretiert man so,da sie besagt,da c die "Eigenstaft’ (x) notwendig hat.
Dabeidarf cin jeder Welt versdiedeninterpretiert werden,cist im Wirkungsbe-
reich der ‘Box'. Die Zweite hingegenbehauptet, da c eine gewisseEigenstatft,
‘notwendigerweise ', hat. Hier geit man davon aus, das die Referenzvon ¢
von Welt zu Welt konstart bleibt. Auf der semarnischen Ebenewird dies nun
realisiert, indem man zu den ublichen Klauseln der Erfullungsbeziehung in der
Standard{Kripk e{Semartik die folgende Wahrheitsbedingung hinzufegt:

Ist M ein Modell, eineBelegungder Variablen, w eine Welt und bezeid-
neta= (t;w) die Interpretation desTermst in w, sode niert man:1®

M (x )OU] gdw WM [ [F]]

Mit diesemformalen Apparat lassensich nun versdiedene Probleme auf ele-
garte Weisebehandeln.Das Prinzip der Notwendigkeit der Identit at

(a=b) 2(a=b)

4 Dies verlangt o en bar die Monotonie{Bedingung.

Man betrachte etwa die beiden folgenden Beispielsatze: , The Presidert of the United
States someday won't be the President of the United States\ und ,The President of the
United States might not have beenBill Clinton.\.

% Hierbei steht [2] fur diejenige Belegung, die x mit a belegt und ansonstenmit  uberein-
stimmt.




3 ERWEITER UNGEN DER KLASSISCHEN KRIPKE{SEMANTIK 11

zerfallt z.B. | wie oben angedeutet| in zwei Versionen.Dies ermeglicht eine
subtilere Behandlung des Problems der Substitution, was unter anderem ei-
ne zufriedenstellendeFormalisierung des Morgenstern/Ab endstern'{ Problems
ermeglicht. Dareberhinaus lat sich nun sowvohl Russells Theorie der Kenn-
zeichnungenauf modale Kontexte ausdehnenwie auch | dies ausrutzend |
das Redenwuber ktionale Gegensinde auf gewinrbringende Weise formalisie-
ren. Ausfehrliche Diskussionender philosophistien Anwendungen ndet man
in [Fitting/Mendelsohn 199§.

3.3 Zur Individuierung von Gegenstanden und Eigenschaften

Kommen wir an dieser Stelle noch einmal auf , Pierre's Puzzld zu spreden.!’
Hier gelt esum inkonsistente Glaukensinhalte Der kleine Pierre referiert auf die
Stadt London savohl mit dem englishen ,,London\ wie auch mit dem franzesi-
schen ,Londres, wobei er mit den assoziiertenOrten | die, wie er glaubt
nicht identisch sind | vellig versdiedene Eigensdaften verbindet. Dies kol-
lidiert nun mit dem von Kripk e verteidigten Prinzip der Notwendigkeit der
Identitat!® bzw., falls man dies akzeptiert, mit dem Leibnizschen Prinzip der
~Ununterscheidbarkeit von Identischem\ , von welchem Kripk e in \Naming and
Necessiy" sagt:

Already when| worked on modal logicit had seemedo me][...] that
the Leibnitzian[!] principle of the indiscernibility of identicals was
as self{evidert asthe law of corntradiction. That somephilosophers
could have doubted it always seemedto me bizzare. [Kripk e 1973,
S. 3.

Folgerichtig ist diesesProblem in der klassistien Semariik | zumindest wie
Kripk e sie verstett | nicht interpretierbar. Gibt man jedoch die Funktiona-
litat von Gegenstickrelationen auf | wie dies schon David Lewis tat und in
verallgemeinertenKripk e{Typ Semarik en meglich ist | sokenneneinem Ge-
genstandzwei verschiglene Gegenseicke in einer anderen,meglichen Welt" ert-
sprechen. Diese weirden dort mit ihren versdiedenen Eigenshaften friedlich®
koexistieren, und Konsistenz und Leibniz' Prinzip waren ,gerettet’. Mit ande-
ren Worten, solcdhe inkonsisterten Glaubensinhalte kennenin verallgemeinerten
Kripk e{Sematrtik en relativ problemlos modelliert werden.

Zwischen Theorien der Identit at und Verallgemeinerungender klassishien Se-
mantik besteht alsoein direkter Zusammenhang Demzufolgeinduziert die klas-
sisthe Kripk e{Semartik einesehreinfache und, wie oft behauptetwird, , naterli-
che Theorie der Identit at. Jedoch ist gleichzeitig der Begri desIndividuums,
der dieserSemarik zugrundeliegt, hochgradig statisch und trivialisiert. In die-
sem Zusammenhangware nun z.B. eine genaueinhaltlic he Kl arung der (alge-
braischen) Bedingungenan Transformationen zwischen ,abstrakten™ n{T upeln

"Dies ist ein in der philosophischen Literatur ausfuhrlich diskutiertes Problem der
“Glaubens{Zuschreibung' und geht auf Saul Kripk es Aufsatz ,,A Puzzle About Belief zureck
(siehe [Kripk e 1979). Die hier gegelene Darstellung beansprudct jedoch nicht, die ganze phi-
losophisthe Komplexit at des Problems widerzuspiegeln.

18 Allerdings nur, falls man auch Kripk esForderung akzeptiert, da Namen starr referieren.
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| wie sie die Metaframe{Semartik vorsdreibt (vergleiche Kapitel 5) | zu
erbringen, um aufzuklaren, inwiefern verallgemeinerte Semartik en diesen,sta-
tischen' Individuenbegri wbersdireiten. In der klassis©ien Sematriik ist ein Ge-
genstandeine,blo e Helle’, der in jeder meglichen Welt beliebigeEigenstaften
ebergestlipt werden kennen. Dies war auch einer der Quinesten Einwande
gegendie quarti zierte Modallogik, zu dessenKritik absdlie end noch kurz
Stellung genommenwerden soll.

Wie Fitting und Mendelsohnin [Fitting/Mendelsohn 1999 bemerken, beruhen
die Zweifel an der Meglichkeit quarti zierter Modallogik in der Regel auf der
fehlendenEinsicht, wie vershiedenemegliche Lesartenbezglich der de re und
de dicto Unterscheidung von Notwendigkeit zu realisieren sind. Nach Quines
Au assung ist esnicht koharent meglich, Gegensianden| unabheangig davon,
wie wir auf sie referieren| notwendige oder kontingente Eigenshaften zuzu-
weisen.Er sagtin [Quine 1961, S. 148:

Being necessarilyor possibly thus and so is in general not a trait
of the object concerned,but dependson the manner of referring to
the object.

In ,, Three Gradesof Modal Involvemert\ [Quine 1953 unterscheidet Quine drei
Lesarten von ,Notwendigkeit\ . Auf der ersten| unproblematischen| Ebene
wird ,,2\ als metalinguistisches Pradikat verstanden. Auf der zweiten Stufe ist
.2\ ein Satzomrator wie die Negation, der auf Formeln ohne freie Variablen
angewvandt wird. (Dieselnterpretation berutzt man etwa in der Regelin der mo-
dalen Aussagenlogik.)Auf der dritten Stufe sdlie lic h darf ,,2\ auf Formeln mit
freien Variablen angevandt werden| wie etwain ,2(x 7\ |, und diesist
das Niveau, dasfur die Kombination mit Quantoren erforderlich ist. An dieser
Stelle konkretisiert Quine auch einen seiner Einwande gegendie quarti zierte
Modallogik. Der Satz,,9 A scdeint notwendig, wohingegender Satz ,, ,Die An-
zahl der Planeten” A lediglich kontingent zu sein scheint, wahrend wir doch
in beidenFallen uber densellen Gegenstand,die Zahl 9, reden. Folgt man hier-
in Quine, so ersdeint das Quanti zieren in intensionale Kontexte unmeglich.
Ohne hier naher ins Detail gehenzu kennen, sei nur angedeutet, wie solche
Probleme durch eine geeignetede re/de dicto{Un terscheidung aufgelost werden
kennen.Kerzenwir denTerm , Die Anzahl der Planeten durch ,t\ ab und nut-
zenden oben eingekihrten Lambda{Op erator, so ergeken sich zwei syrntaktisch
unterschiedliche Formalisierungen:

hx: 2(x  7)i(t) bzw.
2hx:xx  7i(t)

Die ersteist einede re Formalisierung und besagt,da die Anzahl der Planeten,
d. i. die Zahl 9, notwendigerweisegre er oder gleich 7 ist. Dies nehmenwir als
wahr an. Die zweite hingegen| einededicto Formalisierung| behauptet, da
esnotwendigist, da die Anzahl der Planeten gre er oder gleich 7 ist. Aber die
Welt hatte andersausseherkennen;folglich nehmenwir dies als falsch an.
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4 Die Funktor{Seman tik

Die Funktor{Semantik, die Silvio Ghilardi in seinerArb eit [Ghilardi 1989 ein-
gefhrt hat, soll hier nur in aller Keirze de niert werden,um einendirekten Ver-
gleich mit derin Kapitel 7 vorgestellten Semartik zu erlauben. Hierzu bedienen
wir uns der Prasenation der Semariik, wie sie in [Skvortsov/Shehtman 1993
zu nden ist.

SeiC= MOl; M orci einekleine Kategorie, d.h. die KlassenObg und M or¢ der
Objekte bzw. Morphismen von C seien Mengen (keine etten Klassen). Jede

solthe kleine Kategorie besitzt eine Frame{Reprasenation F = hWW; i , indem
man W := Obc de niert und fur Elemente u;v 2 W festsetzt:
u vi) Cuv) 6 ;;

wobei C(u; V) die Menge aller Morphismen in M orc von u hach v bezeidine.
Eine C{Menge ist dann ein mengerwertiger Funktor eber C. Das heit eine
Mengeeuber einer kleinen Kategorie Cwird de niert alsein Tripel F = h-;D; Ei,
wobei D = (Dy)y2r eine Familie nicht{leerer disjunkter Mengenseiund E =
(E ) 2morc €inedurch Morphismen aus Cindizierte Familie von Funktionen, so
da E :D, ! Dy eineFunktion mit De nitionsb ereich D, und Bildb ereich
Dy ist, falls 2 C(u;v) ist. Zusatzlich fordert man E = E E sowie
Eid = idD .

Elemerte u 2 W fat man als megliche Welten auf und demertsprechend die
Menge D als Individuenbereich der Welt u. Eine Interpretation in eine C{
Mengeseieine Abbildung |, die jedemn{stelligen Relationssynbol P und jeder
meglichen Welt u eine Teilmenge des n{dimensionalen kartesischien Produkts
von Dy, zuordnet. Sdlie lic h sei ein C{Mo dell de niert als ein Tripel hC;F;Ii.
Ist nun eine Belegung  der Variablen in den Gegenstandslereich D, der Welt
u gegelen, sode niert man die Erfellungsbezietung wie folgt:

@ 27?

(b) u R(yw:iiiyn) :() hulya);iiss uyn)i 2 1u(R).
© wv () u2

@@ o ~ () und

(e) (Yi;::55¥n) () furallev2 WundaleE :D, ! Dy qilt
Ew  (yaiiiiiyn).
) (y1;::::yn) :() esgibt einv2 WundeinE :Dy, ! Dy, so

da E  u  (Yiiiiiyn)-
9 u 8 (xX):() ferallea2Dygilt 2 (x).
(h)y v 9% (X):() esgbteina2D,,soda 2 (x).
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An diesenDe nitionen ist bereits ersicitlich, da die Semarik | so formu-
liert | fur Erweiterungenvon S4 ma gesdneidert ist. Andererseitsderfte klar
sein,da sich die Forderungennach der Existenz identischer Abbildungen bzw.
"Kompositionsabbildungen'problemlosauch eliminieren lassen,was einenledig-
lich dazu zwingt, die Formulierung in kategorieller Sprache aufzugelen.

Es wurde schon erwahnt, da die Funktor{Semantik allgemeinerist als al-
ternative Semariken, wie Kripk e sheares und Kripk e bundles, weshalb wir
darauf verzichten wollen diese naher zu bespretien. Gleichfalls wurde schon
darauf hingewiesen,da sich die Funktor{Semantik insbesondereals Werkzeug
bewahrt hat, weitreichende Unvollstandigkeitsresultate bzgl. der klassisdien
Kripk e{Semartik zu erhalten. Ein typisches Resultat, [Ghilardi 1991 entnom-
men, lautet wie folgt. Dabei stehe fur eine modale AussagenlogikL der Aus-
druck QL fur diejenige modale Pradikatenlogik, die auf die ebliche Weiseaus
einer Kombination der Logik L und klassisdier Pradikatenlogik hervorgeht.

Satz 4.1 (Ghilardi 1991) SeiL S4 eine Erweiterung der modalen Aussa-
genlaik S4. Ist QL vollstandig bzgl. einer Klasse von Kripke{F rames, so gilt
entweder L S5 oderL  S4:3.

Vollstandigkeitsresultate sind hingegenrecht rar gesmht. Sowei man von der
Frame{Vollstandigkeit der Logiken QS4, QS:4:2, QS4:3 sawie aller Logiken
QL, falls L S5 eine Erweiterung von S5 ist (Kripk e, Ghilardi, Corsi). In
der Tat konnte man noch zu Beginn der 1980erJahre die folgende Vermutung
au ern, welche jedoch bereits in [Ono 1983 widerlegt werden konnte:

Whenewer a propositional modal logic L is completewith respect
to a certain classof frames, its canonical predicate-logical version
QL asde ned above will be complete with respect to someclassof
inhabited frames. [Hughes/Cressvell 1984

Eine anspretiendeDiskussiondesZusammenhanggwisden Standard{Kripk e{
Semariiken und “funktionalen' Semariiken im Stil der Funktor{Semantik n-
det man in [van Benthem 1993. Sdlie lic h diskutiert Giovanna Cepparello
“funktionale' Semartiken aus einer verstarkt philosophisdhen Perspektive in
[Cepparello 19914.
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5 Metaframes: Mathematisc he Asp ekte

In diesemAbschnitt medite ich die Metaframe{Semartik in ihren technischen
Aspekten skizzieren. Dabei werden der de nitorisc he Teil in einiger Ausfehr-
lichkeit, die Folgerungenund mathematischen Resultate skizzenhaft und oh-
ne Beweise praseriiert. 1° Wir folgen hier Skvortsov und Shetiman, indem
wir zunachst nur Erweiterungender quarti zierten Logik S4 behandeln.Diese
wird mit QS4 bezeitinet. Die Ubertragung der Ergebnisseauf andere Logiken
scheint aber durchaus meglich zu sein. Inshesondereist o enbar eine Ausdeh-
nung auf Erweiterungenvon K problemlos.

5.1 Metaframes

Im folgendenstelle ich die wichtigsten Begri e und De nitionen zur Verfegung,
die im weiteren zugrunde gelegt werden. Es seien Var = fvq;vo;:::g ei-
ne abzahlbare Menge von Variablen und | fer ein beliebiges m 0 |

PL™ = fF";FJ";:::g eine abzahlbare Menge m{stelliger Pradikatensymbole
respektive. O{stellige Pradikatensynbole spielen hierbei die Rolle von Aussa-
genvariablen. Man beadite, da eine rein relationale Signhatur keine wirklic he
Besdirankung bedeutet. Funktions- und Konstantensymbole kennen de nito-

wobei P™ 2 PL™ und die x; Variablen aus Var sind. Betrachten wir Logiken
mit Identit &t, sogehoren zu den atomaren Formeln au erdem alle Formeln der
Gestalt x = y. In der mblichen Weisewerden die modalen Formeln aus den logi-
schen Konstanten ? ;! ;3 und 9 aufgebaut, anderelogische Konstanten de ni-
torisch eingekihrt. Die Ausdrecke AF; M F und M F~ bezeidinen nun respekti-
ve die Mengender atomaren, modalen und modalen Formeln mit Identit at. Mit
(y=x)A bezeitinen wir wie wmblich die simultane Ersetzung aller freien Vorkom-
men der x; in A durch y; unter Beathtung der Konventionen beziglich Varia-
blenkollision. Sdlie lic h ist eine zweitstu ge Substitutionsinstanz (C=P"(x))A
von A gegelen durch die Ersetzung jeden Vorkommensvon P"(y) in A durch
(y=x)C, wobei C eine modale Formel mit den freien Variablen x ist und megli-
cherweisegebundeneVariablen umbenanrt werden meissen.Eine modale Pradi-
katenlogik wird dann wie folgt de niert:

Denition 5.1 Eine modale Pradikatenlogik (mit oder ohne Identit at) ist eine
MengeL  MF®) von Formeln , welchealle Axiome des klassischenPr adi-
katenkallells (mit oder ohne Identitat) sowie der S4{L ogik enthalt und alge-
schlossenist unter Modus Ponens(A; A! B jB), Genemlisierung (A j 8xA),
zweitstu ger Substitution (ist A in L so auch alle zweitstu gen Substitutions-
instanzenvon A) und der Box{Regel (A j 2A).

Ist uns eine modale Pradikatenlogik L gegeken, so bezeidhinen wir mit Lp das
aussagenlgische Fragment dieser Logik, weldhes einfach alle Formeln aus L

®Dabei sind alle Resultate, wenn nichts Gegerteiliges erwahnt wird, aus der Arb eit
[Skvortsov/Shehtman 1993 entnommen.
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aussondert,die ausstilie lic h Aussagewariablen (d.i. 0{stellige Pradikate) ert-

halten. Die FormelmengeL p ist dann o ensichtlich eine modale Aussagenlogik
im gewshnlichen Sinne. Eine letzte De nition wird von Bedeutung sein. Mit

AlMl pezeitinen wir die Formel, welche aus A dadurch entsteht, da  wir jedes
Vorkommen einer atomaren Formel der Form PX(x) durch die entsprechende
(k + m){stellige atomare Formel PX*™(x; z) ersetzen,wobei die z; nicht in A

vorkommen derfen.

5.1.1 Die Standard Semantik

Um die "Eigenarten' der Metaframe{Semartik bessereinsehenzu kennen, sei
noch kurz die klassistie Kripk e{Semartik angegelen. Dort ist ein pradikaten-
logisthes Kripk e{Frame de niert als ein Tripel F = (F; ;D), wobei (F; ) ein
aussagenlogidtes Frame ist und D = (Dy)u2F eine Familie von Gegenstands-
bereichen, indiziert durch die "Welten' u aus F. Wie oben erwahnt, sind an
dieser Stelle nun fer gewehnlich einige Entscheidungen zu tre en hinsichtlich
der Interpretation der Pradikate, der Wahl der Gegenstandslereiche etc. Der
Einfachheit halber begreigen wir uns hier mit einer einfachen Version. Eine
Interpretation in F seieine Abbildung, welche jedem m{stelligen Pradikaten-
symbol P™ und jeder Welt u 2 F eine Teilmengedes m{stelligen kartesishen
Produkts von Dy zuordnet, kurz ((P™) (D)™.2° Pradikate kennenin der
Welt u also nicht auf Gegenstnde zutre en, die in u nicht existieren (blo
megliche Objekte sind). Ferner erfelle die Familie D von Gegenstandslereidhen
die Monotoniebedingung aus Kapitel 2. Die Erfullungsbeziehung ist dann fer
Formeln in der erweiterten Sprade Lp,?! bezuglich einer Welt u und einer
Interpretation in der mblichen Weisewie folgt de niert:

(@ h;ui P? gdw u2 (P9.

(b) hjui2?.

(¢ h;ui B! C gdw h;ui 2B oderh;ui C.

(d h;ui 3B gdw eseinvinF gibt mitv wuundh;vi B.

() hjui PM™(@ gdw a2 ,(P™) furjedesm Ounda2 (D))" .
(f) hjui azb gdw a=bin D,.

(@ h;ui 9xA gdw eseina2 D, gibt, mit h;ui (a=x)A.

Die Formel A heit dann wahr bzgl. , falls fur alleu 2 F: h;ui  [8]A gilt.??
Sdlie lic h sagt man, da A allgemeingultig in F ist, falls A bzgl. jeder Inter-
pretation in F wahr ist. Die Menge aller allgemeingultigen Formeln in einem
gegelenenFrame bildet dann eine modale Pradikatenlogik. Insbesonderehei t

20Um den Fall der O{stelligen Pradikate, d.h. der Aussagervariablen, abzudeden, vereinbart
man zusatzlich: ,(P°) fug.

ZLDie erweiterte Sprache Lp, geht dabei aus L hervor, indem fur jedes Element a aus D
eine neue Konstante a in die Sprache aufgenommen wird.

22Dabei bezeihnet [8]A den universellen Abschlu von A.
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eine modale Pradikatenlogik L Kripke{vol Istanqlig, falls sie durch eine Familie
von Frames charakterisiert wird, d.h. fallsL = ,,, ML® (F;) gilt. 23

5.1.2 Metaframes de niert

Notationen

Zur Formulierung der Metaframe{Semartik; messenzunacst noch einige Be-
grie und Notationen eingekhrt werden.  sei die Einschrankung der Ka-
tegorie SET von Mengenund Abbildung zwischen diesenaHf die Menge! von
endlichen Ordinalzahlen. Wir nutzen eineisomorpheKopie  dieserKategorie,
derenObjekte von der Gestalt |, = f1g, 1, = f1;2g, 13 = f1;2; 3g etc. sind und
deren Morphismen mengernheoretische Abbildungen zwisten diesenObjekten
sind. Wir sdreibenkurz m fur 1, und bezeitingnmit ~ (m; n) die Mengealler
Abbildungen von m nach n. Weiter bezeitine "™ (m;n) die Menge allgr in-
jektiven Abbildungen von m nach n. Man kennte auch sclichter sagen, sei
die Menge der naterrlichen Zahlen zusammenmit allen Abbilgjungen zwischen
diesen?* Einige spezielle Notationen und Abbildungen aus  (m;n) sind nun
fur die Formulierung der Erfellungsbeziehung in der Metaframe{Semartik von
besondererBedeutung.

P
Notation 5.1 Fur ejne beliebigeAbbildung 2 (m;n) seidie minima-
le Ausdehrung * 2 (m+ 1;n+ 1) durch P+ (m+ 1) := n+ 1de niert.
Esist also * j,= . Die Abbildungj, 2 (n 1;n) seide niert als

jn = id(n 1;n). Die (eindeutig bestimmte) “leere' Abbildungvon ; nach
n sei mit , bezeichnet.Man beachte, da dieseAlI},bi_Iunng per de nitio-

nem injektiv ist. Die Projektionsabbildungprni 2 "™ (1;n) sei zuletzt
gegelen durch pry;i (1) == i.

Ist z 2 Var eine Variable und x ein Variablen n{T upel, so bezeichnet
X z dasjenigeVariablentupel, welchesaus x durch Leschungsamtlicher
Vorkommenvon z entsteht. Bestehtalsox ausn verschiglenenVariablen,
so ist die Lange des Variablentupels x  z entwealer n 1 oder n, je
nachdem,ob z in x vorkommt oder nicht.

X+ z:= (X z;z) seidann dasjenigeVariablentupel, welchesaus x z
durch Anhangenvon z entsteht.

Schlie lich wird die Langedes Variablentupels x + z von Bedeutung sein.
Diese wird mit n® bezeichnet. Kommt z in x vor (wobei x aus distinkten
Variablen bestehe), so ist n%= n, andernfalls = n + 1.

BM L (F;) bezeitnet die durch das Frame F; bestimmte Logik.

24Die kategorielle Formulierung ist hier nicht von substantieller Bedeutung, sondernlediglich
als abkeirzende Sprachregelung aufzufassen.

Die Abbildung  “wahlt' alsom der n Indizes aus x aus.
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P ..
In dieser Notation gibt esalso eine Abbildung x ;2 "™ (n® 1;n), so
da X z=Xx x z=(X+2) jnhoqilt. Die Abbildung x , vollzieht also
gerade die gewsinschte Transformation des Variablentupels x zux  z. 26

Metaframes

Wir kommennun zur De nition der Metaframes. Ein Metaframe wird de niert

als ein Paar F = (D; ), wobeiD = (Dn; n)n2: eine (abzahlbare) Folge von
Framesseiund 5 () 2mor” eineFamilie von Abbildungen indiziert durch
Morphismengus , soda :Dn ! Dy eineAbbildung von D, nach D
ist, falls 2 (m;n) gilt. Man sagtdann, F seiein Metaframe wber dem Frame
F, falls F = (Do; o) gilt. Informell kann man F als Frame “meglicher Welten'
au assen, D, fur n 1 als ‘n{dimensionalen Individuenbereid', die Relatio-
nen | alsErreichbarkeitsrelationen zwisthen “abstrakten' n{dimensionalen In-
dividuen und sdlie lic h die Abbildungen als "abstrakte Transformationen'
zwisdhen n{ und m{dimensiongen Objekten. Ist etwa a ein n{dimensionales
Individuum ausDp savie 2 (m;n), also  eine Abbildung von D, nach
Dm, sobezeihinet (a) ein Element ausD,. Dies keirzen wir auch mit a ab
und spredien von einer {Transformation von a.

Wir kennennun mit Hilfe der Projektionsabbildungen . die MengeD.,
der n{dimensionalen Individuen in der Welt u de nieren.4. Man setze ein-
fach Dp.y := () %(u), soda wir eine ZerlegungD,, = w2k Dnu desn{
dimensionalenindividuenbereicts erhalten.

Die Erf mllungsb eziehung

Es verbleibt nun noch die Aufgabe anzugelen, wie die Gelltigk eit einer moda-
len Formel A in einem Metaframe de niert sein soll. Eine F{ Formel der Stufe
n sei hierzu erklart als ein Tripel (a;x;A), wobei a ein Elemert aus D, sei,
X eine Folge distinkter Variablen, soda FV(A) x und sdilielich A eine
Formel, die hechstens n freie Variablen habe.2® Eine Interpretation in einen
Metaframe sei eine Abbildung , welche jedem m{stelligen Pradikatensynbol
P™ eineTeilmenge (P™) desm{dimensionalen Individuenbereichs D, zuord-
net. Ein Metaframe Modell ist dann wie ublich de niert alsein PaarM = (F; ).
Wir erklaren nun allgemeindie Gultigk eit einer F{F ormel in einemsolchen Mo-
dell. Ist insbesonderen = 0, soist A eine Aussageund a 2 Dy eine Welt aus
F.

1. hj;ai P™(x )[x] gdw (@2 (P™).

2. hjai 2?[x].
3. h ,al (Xi = XJ)[X] gdW Prn; (a) = Prn; (a)
4. h;ai (B! C)[x] gdw ;a2 B[x] oder h;ai C[x].

26 Genauer sieht die Abbildung « ; wie folgt aus: Kommt z in x vor, ist also etwa = X;, SO
istn°=nund x ;(j)=jfurl j<iund x ,(j)=j+1furi j n 1. Kommtz
nicht in x vor, soist n°= n+ 1und « , = id(n).

%’Man erinnere sich: Nach De nition ist ,:lg ! In,soda , :D, ! Do gil.

ZDabei steht die Bezeichnung F V (A) fur die Menge der freien Variablen von A.
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5. h;ai 3B[x] gdw eseinb2 D, gibtmita ,bundh;bi B[Xx].

6. hj;ai 9zB[x] gdw eseinb 2 Dpogibt mit j ((b)= , ,(a),
soda h;bi B[x+ z].

Sei nun x eine Folge von n (versdiedenen) Variablen mit FV (A) x. Die
Formel A heit nun wahr unter der Interpretation bzgl. x (Notation:
A[X]), falls fur jedesa 2 D, : h;ai  A[x] gilt. Eine modale Formel A heit
allgemeinguiltig in F (Notation: F  A) , falls fur jedes Variablentup el x
FV(A) und jede Interpretation in F, A[x] gilt.

Wir de nieren nun die MengeM L& 1(F) := fA 2 MFG) jF  Agaller mo-
dalen Formeln A, die in einemgegelenenFrame allgemeingultig sind, sawie die
MengeMLG)(F) := fA2 MF® j farallen 0:F Al'lg. Oensichtlich
gilt dann ML (F) M LEI(F).

5.1.3 Korrektheit

Es stellt sich heraus,da die sode nierte MengeM L &) 1(F) von modalen For-
meln i.A. weder eine modale Pradikatenlogik im oben gegelenen Sinne bildet,

noch eine Erweiterung der Logik QS4 sein mu. Man kann z.B. einen Meta-
frame F angeben, soda M L®I(F) nicht unter Substitutionen abgesbtlossen
ist. Um diesenDefekt der Semartik zu behebken, werdenim nadsten Abschnitt

drei logische Korrektheitsb edingungen an Metaframes formuliert. Man kann
dann zeigen,da sich diese Korrektheitsb edingungen aquivalent als algebrai-
sche Bedingungenan die Struktur der Metaframesformulieren lassen,d.h. ohne
Bezugnahmeauf Formeln oder Guiltigk eit.

Logisc he Korrektheitsb edingungen
(I)  LogischeKorr ektheit: M L) (F) ist eine modale Preadikatenlogik.

(1)  Wahrheitsinvarianz: Fer jede modale Formel A 2 MF®) und jede
Interpretation in F hangt der Wahrheitswert von A[x] nicht von der
Wahl von x ab, vorausgesetztda x FV/(A) gilt.

(1 In¥,arianz gagyerwber Variablenumienennung: Fer jede Formel A, jedes

2 (m;n) und beliebigeFolgenx = (X1;:::;Xp) und y = (Y1;:::;¥Ym)

von n bzw. m versdiedenenVariablen mit FV(A) v, sowie jede Inter-
pretation in F und jedesa 2 D, qilt:

hi;ai  (x jy)A[x] gdw h; (a)i Alyl

Ein Spezialfall von (I11) ist die folgende,in ihrer Bedeutung einfacher zu durch-
schauendeBedingung:

(1] o Invarianz der Guiltigkeit: Fer jede Formel A 2 MF(), jedes 2

M (m; n), jede beliebige Folge X = (X1;:::;Xn) von n versciedenen
Variablen mit FV(A) X, sowie jede Interpretation in F und jedes
a2 Dy qilt:

h;ai A[x] gdw h; (a)i A[x ]
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Die Bedingung (I) ist o enbar eine notwendige Bedingung, um eine adaqua-
te Semarik fur die quarti zierte Modallogik zu erhalten, vorausgesetzt,man
akzeptiert die oben gegeleneDe nition modaler Pradikatenlogiken. Die Bedin-
gung (1) erlaubt es, die Wahrheit einer Formel unter einer Interpretation zu
de nieren. Tatsadlich kann bei einembeliebigenMetaframe die Gultigk eit einer
Formel von dem gewahlten Variablentupel x mit FV(A) x abhangen!(l11)]
besagt, da die Gelltigkeit einer Formel in einem "Punkt' nicht vom gewahl-
ten Variablentup el abhangen soll. Man beadite, da man | andert man das
Variablentupel x zu x ab | die Formel A nunmehr statt in D, in Dy, in-
terpretieren mu . Die fur uns relevanten Metaframeswerden alsoim folgenden
ausstlie lic h korrekte Metaframes im obigen Sinne sein. Diese generierendie
anvisierte (maximale) Kripk e{T yp{Semartik. Wir nennenMetaframes, welche
die Bedingungen(l) bis (111) erfullen M &) {korrekte Metaframes.

Algebraisc he Charakterisierung

Entscheidend ist nun, da sich die logisthe Korrektheit aquivalert durch al-
gebraishie Bedingungenan Metaframes charakterisieren lat. Wir nennenein
Metaframe F modal, falls esdie folgendensets Bedingungenerfullt:

0) .(Dy)=F.
P
(1) Sei 2 (m;n) und a;b 2 D, beliebig. Dann qilt: Fallsa , b, so
@ m (b).

P
(2) Seien 2 (m;n),a2Dpundc?2 Dy. Falls (a) m c, soexistiert
einb2 D, mta ,bsovie (b)=c.

P
(3) Lift{Eigenschaft: Seien 2 (m;n),a2Dp,undb 2 Dp+1.lst (@) =
im« (D) = d 2 Dy, soexistiert einc 2 Dp+1, Soda +(¢) = b und
jn+1 (C) = a.

P P
(4) Seien 2 (m;n)und 2 (k;m). Dann gilt: =
(5) id(n) = 1Dn (identiSChe Abblldung)

Die Bedingungen(1) und (2) besagenda ein p{Morphismus®® von (D,; 1)
auf ein erzeugtesSubframevon (D,; ) ist. Man beadite, da dieskeine son-
derlich obskureBedingungist. Sdlie lic h handelt essich bei p{Morphismen um
die einfachsten wahrheitserhaltenden Abbildungen. Wir ziehen zunadst eini-
ge Konsequenzenaus der obigen De nition, um deutlicher zu madcen, welche
Strukturenpsie auferlegt. Aus (4) folgt zunachst, da n T fur je-
ges aus (m;n) sowie aus (4) und (0) die Eigenstaften  (Dn) = F und

>0 o = F.Tatsadlich ist die Bedingung (0), falls man (4) und (5) voraus-
setzt, aquivalent zu den beiden folgendenAussagen:

S
Of "so .(Dn)=F

P ..
(6) Falls aus "™ (m;n)ist, sogilt (Dn)= Dm.

2Fur exakte De nitionen der Begrie p{Morphism us, erzeugtes Subframe etc. konsultiere
man z.B. [Kracht 1999 oder [Chagrov/Zakhary asctev 1997.
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Grob gesagtgewahrleisten uns diese Forderungen, da sich die Abbildungen
zwisdhen “abstrakten' n{T upeln gewisserma en angenehm'verhalten. Es mag
an dieser Stelle instruktiv sein zu sehen,welche Relevanz die versthiedenenBe-
dingungenzum Beispiel beim Nachweis der Korrektheitsb edingung(l 1)1 haben.
Die sogenante "Lift{Eigenschaft' sichert hier die Existenz einesIndividuums,
welchesim “Quartorensdritt’ desinduktiv en Beweisesder Korrektheitsb edin-
gung benetigt wird. Die Eigensdaft (4) wird bei der Behandlung der Pradikate
eingesetzt,wahrend (1) und (2) (p{Morphism us) im "Box{Schritt' ausgemtzt
werden.

Sdlie lic h nennen wir ein m{Metaframe ein modales Metaframe fur die
Gleichheit (kurz: m~ {Metafr ame), falls zusatzlich zu (0) { (5) die Bedingung

(0)! Seiena;b in D, fur einn 0. Falls dann prai (@) = pry; (D) fur alle
i n,sogqilt a=b.

erfellt ist. Der Zusammenhangzwisten logisd korrekten und modalen Meta-
frameswird nun in zwei Schritten hergestellt. Zunacdst kann man zeigen,da
jedesmodale Metaframe tatsadhlich ein logisth korrektes Metaframe ist.

Satz 5.1 (Korrektheitssatz)  Jedesm(®) {Metafr ame ist m() {korr ekt.

Dies redhtfertigt zunachst die obige De nition insofern, als wir nun durch
ein einfaches Instrument | Nachprefung einiger algebraishier Bedingungen
| nadchweisenkennen, da ein gegelenesMetaframe tatsachlich eine modale
Pradikatenlogik erzeugt. Andererseitsist esa priori nicht klar, ob logisd kor-
rekte Metaframes nicht wesetlich allgemeinersind. Der folgende Satz gewshr-
leistet aber, da nichts an Ausdruckskraft verloren geft.

Satz 5,2 (Maximalit atssatz) Fur jedesm(® {korr ekte Metaframe F existiert
ein m®) {Metaframe F® soda ML® (F) = MLE)(FY.

Obwohl die uns interessierendenMetaframes also eigertilich die logisc korrek-
ten sind, kennen wir uns bei semartischen Untersuchungen stets auf modale
Metaframes zureickziehen, da wir zu jedem logisd korrekten Metaframe ein
modales Metaframe angeben kennen, weldches logisch aquivalent zu jenem ist.
Eine weitere wichtige KonsequenzdiesesSatzesist, da wir die logische Kor-
rektheit einer beliebigen Semariik, weldhe in der Metaframe{Semartik inter-
pretierbar ist, auf die Uberprefung einiger einfacher algebraisher Bedingungen
zureckfuhren kennen3° Eswird aber zu untersuchen sein, inwiefern die angege-
benenalgebraistien Bedingungenbei konkreten Interpretationen quarti zier-
ter modaler Formeln inhaltlich adequat sind. Das folgende Lemma gibt noch
einenkleinen Einblick in die genauereFunktionsweiseder Semartik. Es besagt
in etwa, da n{stellige Pradikate im n{dimensionalen Gegenstandslereicth wie
Aussagewariablen behandelt werden.

Lemma 5.1 SeiF = (D;) ein modales m{Metafr ame. Ist dann A eine mo-
dale aussagenlgische Formel, so gilt fur jedesn 0 die folgende Aquivalenz:

F A gdw A2 MLp(Dn; 1)

% Dies ware zum Beispiel fur die Kripk e{Bundel- oder Funktor{Semantik durchfehrbar.
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5.2 Vollst andigk eit in der Metaframe{Seman tik

Bekanntlich ist die Konstruktion kanonisdher Modellein der modalen Aussagen-
logik eineau erordentlich erfolgreiche Methode, die Vollstandigkeit einer Logik
nachzuweisen.Dabei werden Ultra Iter der Lindenbaum{Algebra als "megliche
Welten' interpretiert. Im pradikatenlogisten Fall erntsteht das Problem, auf al-
gebraishie Weiselndividuen zu konstruieren. Auf einfache Weiseist diesnur in
sehr seltenenFallen meglich, etwa fur die Logik QS4, wo man | den Henkin{
Beweis der klassis®ien Logik imitierend | Individuen durch Einfehrung neuer
Konstanten angibt. Im allgemeinenmeissenjedoch recht komplizierte Konstruk-
tionen durchgefuhrt werden, welche zudem nur fer einige wenige Logiken zum
Erfolg fehren, wie man bei JamesW. Garson nadlesen kann, der vier sol-
che Varianten vorfehrt [Garson 1984. So setzt der Vollstandigkeitsbeweis, den
Thomason 1970 vorgestilagen hat, z.B. konstarte Gegenstandslereiche, starr
denotierende Terme, klassistie Quantorenregeln sowie die Barcan{Formel vor-
aus| sicherlich keinesonderlich schwadchen VoraussetzungeriThomason 197(.
Das Hauptproblem bestelt aber im allgemeinen sdhlicht darin,. da bereits
sehr einfache quarti zierte Modallogiken | ein Beispiel ist QS4~ | Kripk e{
unvollstandig sein kennen3!

In der Metaframe{Semartik wird diesesProblem nun dadurch eberwunden,
da man n{dimensionale Individuen mit n{T ypen identi ziert, ohne weitere
zusatzliche Bedingungen an die Logik oder die Modelle zu stellen. Auf diese
Weise wird die Methode der kanonishien Modelle ahnlich erfolgreich wie im
aussagenlogideen Fall. Man beadite, da n{T upel von 1{T ypen sicherlich nicht
aquivalert zu n{T ypen sind. Dies motiviert unter anderemdie Begri sbildung
einesMetaframes, in welchem von “abstrakten' n{T upeln die Redeist, die sich
bis zu einem gewissenGrad wie “wirkliche' n{T upel verhalten.

5.2.1 Kanonisc he Mo delle

Eine Formel A heit n{Formel, falls FV(A) fvy;:::;vh0. Eine Menge von
n{Formelnist nun | genauwie in der klassishien Logik | ein L{n{T yp, falls
die folgendenzwei Bedingungenerfullt sind:

ist eine L {konsistente Menge von Formeln.3?

ist maximal, d.h. fer jede modale n{Formel A gilt entwederA 2  oder
A2 .

Mit anderenWorten, ist eine maximal konsisterte Formelmenge,deren freie

diesemKontext, vellig analogwie in der klassistien Pradikatenlogik.

Lemma 5.2 (Linden baum) Jede L {konsistente Menge von n{Formeln lat
sich zu einer maximal{konsistenten Menge erweitern.

In manchen Fallen kann man eine Kripk efunvollstandige Logik durch Hinzu-
nahme geeigneter Formeln auch vervollstandigen. Siehe hierzu [Cresswell 2000 sowie
[Hughes/Cresswell 1996].

32|_{Konsistenz \i;t hier wie folgt erklart: Sind endliche viele Formeln Aq;:::;An 2
gegeten, sogilt : ( , ; , Ai)ZL.
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as folgendeLemma gibt an, da wir mit Hilfe unserer Transformationen 2
(m;n) von einemn{Typ zueinemm{Typ = elbergehenkennen.
Dazu sei zunadhst de niert als die Formelmenge:

P
Lemma 5.3 Sei einL{n{Typund 2 (m;n) eine Transformation. Dann
ist die Menge  ein L{m{T yp.

Wir de nieren nun die Begrie deskanonishien Metaframes und des kanoni-
sthen Metaframe{Mo dells. Seidazu zunadist die Menge D ., de niert als die
Mengealler L{n{T ypen. Auf dieserMengewird dann eine Erreichbarkeitsrela-
tion zwischen n{T ypen auf folgendeWeisede niert:

L.n gdw fer alle Formeln A gilt: Falls2A 2 , soA 2

Ein einfacher Beweis zeigt nun, da, falls die Erreichbarkeitsrelation re exiv
und transitiv war, diesauch fur die Relation ., gilt.

De nition 5.2 Das kanonishe Metaframe F. = (D_; ) der Logik L ist
geggeten durch:

DL = (DL;n; L;n)n2! sowie

(L:) 2mor” , WOLEI

L
L O =0 0).

Desweiteen ist das kanonisthe Metaframe{Modell M| = (F_; ) geaelen
durch die Interpretation

L(P")Y=f 2DLnjP"(vi;iiisva)2 g
Mit etwas mehr Mehe weist man nun den folgenden Satz nach:

Satz 5.3 Das kanonischeMetaframe F| ist ein modales Metaframe.

Wir wissenalso insbesondere(Korrektheitssatz!), da jedeskanonisthe Meta-
frame eine modale Pradikatenlogik bestimmt. Induktiv sber den Formelaufbau
kann man nun | analog zur modalen Aussagenlogik| nachweisen,da eine
n{Formel A im Metaframe{Modell in einem Punkt'  gilt, geradewenn sieim

L{n{Typ liegt.

Satz 5.4 (Fundamen talsatz) Fur jeden L{n{Typ und jede n{Formel A
gilt:
M, 1 Alvyiii;ve] gdw A2

Aus diesem Zusammenspielvon Gelltigkeit im kanonisdhen Modell und Zu-
gehorigkeit zu L{n{T ypen ergibt sich nun ohne weitere Komplik ationen das
folgende Vollstandigkeitsresultat:
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Korollar 5.1 Fur jede modale Pradikatenlayik L gilt ML(F_) L.

Wir kennen also jede Formel A die nicht zu L gebhert im kanonisdhen Frame
falsi zieren. Ist namlich A irgendeinen{Formel und A 2 L, soist per de nitio-
nem die Mengef: Ag L{konsistert und lat sich daher zu einemL{n{T yp
enwveitern. Nach dem Fundamentalsatz gilt dannaberhM | ; i : A[vi;:::;Vnl,
soda also A nicht in allen Punkten des Frames gilt, mithin F_ 2 A, d.h. A
liegt nicht in der vom kanonisten Frame erzeugtenLogik.

5.2.2 Einige Resultate

An dieser Stelle sollen noch einige Ergebnisseerwahnt werden, welche die Lei-
stungsmhigkeit und mathematische EleganzdieserSemairiik unterstreichen. Ei-
ne modale (Aussagen{)Logik L heit kanonisch falls sie durch ihr kanonistes
Frame vollstandig besdrieben wird, d.h. falls L = M L(F_) gilt. Jede kanoni-
sche Logik ist insbesondereKripk e{vollstandig. Eine recht allgemeine(syntak-
tisch de nierte) Klassekanonister Logiken gabH. Sahlqgvist 1975an.33 Esla t
sich nun der folgende Satz beweisen:

Satz 5.5 Sei L eine kanonische modale Aussagenlgik. Dann ist QL
Metaframe{kanonisch.

Die quarti zierte Erweiterung einer kanonisden modalen Aussagenlogikist al-
so wieder metaframe{kanonisd. Mit anderenWorten, jede solthe Ausdehrung
einer modalen Aussagenlogikist vollstandig beziglich modaler Metaframes.

Eine weitere schone Eigensthaft bestett darin, da jede Logik, weldhe die
Barcan{Formel erthelt, diesean die vom kanonishen Frame erzeugte Logik
“vererbt', 34

Lemma 5.4 Seil eine modale Pradikatenlaik, welchedie Barcan{Formel Ba
enthalt. Dann ist Ba2 ML(F_).

Dies ausrutzend kann man noch eine kleine Versharfung des obigen Resul-
tats vornehmen, welche gewahrleistet, da wir ohne Verlust der Kanonizit at
(Vollstandigkeit) die Barcan{Formel zur Logik hinzunehmenkennen.

Satz 5.6 Seil eine kanonischemodale Aussagenlgik. Dann ist QLB = QL +
B a metaframe{kanonisch.

3Sjehe [Sahlqvist 1979 und fer einen elegarten Beweis der Kanonizit at
[Sambin/V accaro 1989.
3%4Die Barcan Formel seidabei etwa in der Gestalt: Ba= 39xP *(x) 9x3 P(x) gegeten.
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5.3 Ausblic ke
5.3.1 Zusammenh ange zur Funktor{Seman tik

Eine naheliegendeSpezialisierungder Metaframe{Semartik besteh darin, "ab-
strakte n{T upel' nunmehr als “edite n{T upel' aufzufassenMit anderenWorten,
ein Objekt a 2 Dy, ist nichts anderesals ein Element desn{dimensionalen kar-
tesishen Produkts von D;. Projektionen sind dann tatsachlich Projektionen
auf den i{ten Faktor in a etc. Ohne nahere Details anzugelen (siehe hierzu
[Skvortsov/Shehtman 1993) sei erwahnt, da sich in diesem Fall die Klau-
seln der Erfullungsbeziehung betradtlich vereinfachen. Metaframes, die die-
se Struktur haben, werden kartesischeMetaframes genann. Interessarerweise
lassensich nun modale Pradikatenlogiken, die die Identit atsaxiome erfellen,
vollstandig durch kartesishe m() {Metaframes charakterisieren3® Mit ande-
ren Worten, akzeptiert man die klassistien Identit atsaxiome, so erebrigt sich
die Redeveisevon “abstrakten n{T upeln'.

Andererseits hangt der Begri des kartesisthhen Metaframes eng mit der
von Ghilardi eingekhrten Funktor{Semantik zusammen.Genauer,eslat sich
zeigen,da sich jedeskartesishe Metaframe mit Identit at, welches abzahlba-
re Gegenstandslereiche besitzt, als eine gewisseC{Menge darstellen lat und
umgekehrt. In diesemFall sind also Metaframe- und Funktorsemartik logisc
aquivalert.®® Anders verhalt essich, wenn man modale Logiken ohne Identit &t
betrachtet. In diesemFall lat sich zeigen,da allgemeineMetaframes seman-
tisch starker sind als soldhe fur die Identit at und somit auch als G{Mengen. Die
Metaframe{Semartik ist also eine echte Erweiterung der Funktorsemartik.

5.3.2 Dualit atstheorie

Die Dualit atstheorie der modalen Aussagenlogikentwickelte sich aus dem Zu-
sammenspielvon algebraistier und relationaler (Kripk e{) Semarnik. Reck-
blickend waren hierfur die Arbeiten von Jonssonund Tarski®’ ma geblich.

Tatsachlich wurden verallgemeinerteFrames, welche die Vorzeige von algebrai-
scher und relationaler Semartik in sich vereinigen,jedoch explizit erst 1970von
Makinson de niert [Makinson 197(. Die volle (kategorielle) Dualit at zwischen
modalen Algebren und deskriptiven Frames ere nete nun einen Weg, Begri e

und Methoden der universellen Algebra indirekt einzusetzen,um Ergebnisse
in der Modelltheorie der modalen Logik zu erzielen. Das vielleicht bekannteste
Resultat in dieserRichtung ist das Goldblatt{Thomason Theorem, welcheseine
modelltheoretische Charakterisierung modal de nierbarer Klassenvon Frames
gibt [Goldblatt/Thomasson 1974.38 Kurz gesagt, die Dualit atstheorie zahlte
sich aus.

% Dies st der Inhalt einesRepraserationssatzesin [Skvortsov/Shehtman 1993. SieheTheo-
rem 4.3.1, S. 96.

36|m wberabzahlbaren Fall ist es noch ungeklart, ob kartesische Metaframes mit Identit at
und Funktorsemantik aquivalent sind!

37 Siehe [Jonsson/Tarski 1951/52].

%1n diesemFall wird der Satz von Birkho aus der Algebra gerutzt.
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Im Fall der Metaframe{Sematrtik ist nun von Hiroyuki Shirasuebenfallseine
Dualit atstheorie entwickelt worden [Shirasu 1998. Diesebaut auf einer katego-
riellen Struktur auf, welche zuerstin den spaten sedziger Jahrenvon F.W. La-
wvere eingekihrt wurde, sogenanten Hyperdoktrinen [Lawvere 1969.3° Ohne
weitere Details anzugelen sei an dieser Stelle lediglich festgehalten,da man
eine vellig analoge Dualit atsaussagebeweisen kann: Modale Hyperdoktrinen
sind dual zu (deskriptiven) verallgemeinerten Metaframes. Weiterhin ist jede
modale Pradikatenlogik vollstandig beziglich der Hyperdoktrinen{Semartik.

Inwiefern sich diese Dualitat | vergleidbar zum aussagenlogidten Fall
| auszahlenwird und weldche Hilfsmittel aus der Kategorientheorie und der
Algebra geeignetwaren, um interessarte Ergebnissein der quanti zierten Mo-
dallogik zu erhalten, mu sich aber erst noch herausstellen.

5.3.3 Ein Beispiel:

Beispielhaft fur eine megliche Interpretation eines Metaframes soll nun eine
Bezielung zwisdhen klassistien Modellen und speziellenMetaframes hergestellt
werden. Wir betrachten dazu ein klassishiesModell M in einerrein relationalen
Spradchel, d.h. einenGegenstandslereich D zusammenmit einer Interpretation
der Pradikate. Man kann nun auf einfache Weiseein Metaframe F aus diesem
Modell konstruieren, welches bezglich rein pradikatenlogisdher Formeln ,lo-
gisch aquivalent\ ist. Dazu de niere man die ,Welten" im n{ten Frame einfach
als die von beliebigen n{T upeln des klassistien Modells erzeugtenn{T ypen,
ohneeine Erreichbarkeitsrelation zu spezi zieren. (Denn dieseist solangeeber-

eissig,wie wir keinemodalen Formeln interpretieren wollen.) Eine Interpretati-
on gebenwir dadurch an, da dasn{stellige Pradikat P auf typ,(a) zutre en
soll, genaudann, wenn P (x) 2 typn(a) gilt. Transformationen zwisdhen n{ und
m{T ypen kann man dann genauwie in Lemma 3 de nieren und dasresultieren-
de Metaframe erfullt, wie man leicht nachweisenkann, die gefordertenlogiscen
Korrektheitsb edingungen. Entscheidend ist nun, da fer eine beliebige pradi-
katenlogishie Formel (x) mit n freien Variablen die folgenden Aquivalenzen
gelten:

hitypa(@i (x) gdw M (a) gdw  (x) 2 typa(a):

Dabei kennendie n{T ypentypn(a) als partiel le Bescheibungender Eigensdaf-
ten der n GegensendedesTupelsa verstandenwerden.In einemsolden Meta-
frame sind also die Individuen desklassis¢ien Modells nur noch durch ihre Ei-

genschaftenreprasetiert. Es stellt sich dann die Frage, ob und auf welche Weise
die Individuen ausihren Eigensdaften rekonstruiert werdenkennen| mit an-
derenWorten, ob und unter welchen Bedingungendie obige Konstruktion eines
Metaframes aus einem klassistien Modell auch umgekehrt werden kann. Dies
lauft m. E. im wesetlic hen auf die spradliche Unterscheidbarkeit von Individu-

en hinaus. Man beobadte, da zwei Gegensende a und b beziglich n{stelliger

Pradikate ununterscheidbar seinkennen, fur ein n+ 1{stelliges Pradikat jedoch

¥ Tatsachlich spielt diese kategorielle Struktur auch eine bedeutsameRolle in den semarti-
schen Untersuchungen in [Ghilardi/Meloni  1991].
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P(a;c) sowie : P(b;c) gilt. Mit anderen Worten, je heher man in der Hier-
archie eines Metaframes aufsteigt, um so mehr Individuen werden erkenrbar,
d. h. spradlich di erenzierbar. Ein Metaframe ermeglicht es also gewisserma-
en, Individuen ,versdhwinden’ und ,auftauchen’ zu lassen,indem die sprachlich
ausdrucklare ,Feinstruktur © einesModells transparent gemadt wird.

Da wir bisher nur uber pradikatenlogiste Formeln gesprahen haben, liegt
esnahe, sich zu fragen, ob die obige Konstruktion auch dahingehendverallge-
meinert werden kann, da modale Formeln interpretiert werden kennen. Da-
zu me te der intensionale Operator 2 in M eine Interpretation haben, die es
gestattet, geeigneteErreichbarkeitsrelationen zwischen n{T ypen zu de nieren.
Eine weitere Meglichkeit ware, mit einer Klasse K von Modellen zu beginnen
und 2 (x) | ahnlich wie in der Beweisbarkeitslogik | eine modelltheoreti-
sdche Interpretation zu geben. Dann waren, aus geeignetenAbbildungen bzw.
Geggensuckrelationen zwisten den klassistien Modellen, die Erreichbarkeits-
relationen im Metaframe zu spezi zieren. Hier ware die Aufgabe, die spezi -
schen Bedingungen an Gegenseickrelationen zwischen Modellen | aufgefat
als ,megliche Welten\ | aufzu nden, die eine solche Korrespondenzerlauben.
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6 Lewis' Counterpart Theorie

In diesemKapitel medite ich | ahnlich wie im Kapitel 4 beziglich der Funktor{
Semariik | einegrobe Skizzeder Counterpart Theorie von David Lewis liefern.
Dabei bezieheich mich auf die urspreingliche Formulierung in [Lewis 1968§.
DieseSkizzesoll naterlich nicht der Philosophievon David Lewis geretit werden
und auch nicht die philosophisdien Motiv ationen dieser Theorie erlautern. Es
soll lediglich darum gehen, einige formale Ahnlichkeiten zu verallgemeinerten
Semarik en deutlich zu macdhen. Diese beziehensich vor allem auf den Begri
des "Courterparts' und die Behandlung der "Querweltein{ldentit at' zwiscten
Gegensanden versdiedener meglicher Welten.

6.1 Eine Skizze der Coun terpart{Theorie

Eine der Motiv ationen der Counterpart{Theorie ist eszu zeigen,da die forma-
le Behandlung modaler Diskurse keine Einfehrung modaler Operatoren bzw.
speziellerintensionaler Logiken erfordert, sondernin der eblichen Quantorenlo-
gik mittels geeigneterPostulate durchgefehrt werden kann. Demertsprechend
ist die Counterpart{Theorie eine erststu ge Theorie, deren Modelle zweisor-
tige Strukturen sind.*® Genauer ernthalt der Quanti k ationsbereich “megliche
Welten' und alle "Gegensande', die in irgendeiner meglichen Welt liegen. Die
primitiv en Pradikate dieser Theorie sind die folgenden.Dabei ist in Klammern
jeweils die intendierte Lesart angegelen.

De nition 6.1 (Primitiv e Pr adik ate)

W(x) (x ist eine megliche Welt.)

I (x;y) (x liegt in der meglichen Welt y.)

A(x) (A ist die aktuale megliche Welt.)

C(x;y) (x ist ein Counterpart vony.)
Sdhlie lic h werden die folgendenPostulate zugrunde gelegt:
De nition 6.2 (P ostulate der Coun terpart{Theorie)

P1  8x8y(l(x;y)! W(y))
(., Nothing is in anything exept a world\ )

P2 8x8y8z(I(x;y)M1(x;2)! y = )
(« Nothing is in two worlds )

P3 8x8y(C(x;y)! 9zl(x;2)
(., Whatever is a counterpart is in a world\ )

40Die “Zweisortigkeit' ist jedoch kein Bestandteil einer modi zierten Semartik, sondernwird
durch die unten angegelenen Postulate erzwungen.
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P4 8x8y(C(x;y)! 9zl(y;2))
(., Whatever has a counterpart is in a world\ )

P5  8x8y8z(I(xy) " 1(zzy)» C(x;2)! Xx = z)
(. Nothing is a counterpart of anything elsein its world\ )

P6 8x8y(l(x;y)! C(x;x))
(., Anything in a world is a counterpart of itself\ )

P7  9x(W(x)" 8y(l(y;x) $ A(Y))
(, Someworld contains all and only actual things. )

P8  9xA(x)
(. Somethingis actual )

Die in P7 erwahnte Welt ist nach P2 und P 8 eindeutig bestimmt und wird als
aktuale Welt "@'bezeitinet. Es gilt also

@:= x:8y(l(y;x) $ A(y)):

Die Counterpart{Relation 'C' wird nun als Ahnlichkeitsrelation zwischen Ge-
gensindenin versthiedenenWelten verstanden.Insbesonderegeht Lewis davon
aus,da ein Gegenstandniemalsin zwei Welten zugleid liegenkann. In Lewis
eigenenWorten:

| preferto say that you are in the actual world and no other, but
you have counterparts in seweral other worlds. Your counterparts
resenble you closelyin content and context in important ways. They
resenble you more closelythan do the other things in their worlds.
But they are not really you. For ead of them is in his own world,
and only you are here in the actual world. Indeed we might say,
speaking casually, that your courterparts are you in other worlds,
that they and you are the same;but this samenesss no more literal
identity than the samenesdetweenyou today and you tomorrow.
It would be better to say that your counterpart are men you would
have been, had the world beenotherwise. [Lewis 196§, S. 27{28

Lewis argumertiert nun dafer, da eine Counterpart{Relation im allgemei-
nen weder transitiv. _noch symmetrisch sein sollte. Dareber hinaus seien
Counterpart{Relationen i. allg. weder funktional noch injektiv. Auch die "Sur-
jektivit at' von Counterpart{Relationen sowie dasPrinzip, da zuje zwei Welten
v und w und jedem Gegenstanda 2 v ein Gegenstandb 2 w existiert, so da
C(a;b) qilt, werden zureickgewiesen.

Wir werden sehen,da all diese Prinzipien | in modi zierter Form |
auch in der in Kapitel 7 entwickelten verallgemeinertenKripk e{Semartik nicht
allgemeingultig sind.

Der Zusammenhangzu eblichen Formulierungen der modalen Pradikatenlo-
gik in Spraden der Quantorenlogik mit zusatzlichen modalen Operatoren und
Interpretationen in einer Megliche{Welten{Semartik wird nun mit Hilfe einer
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Ubersetzungswrsdarift gewonnen. Wir besdiranken uns darauf, den modalen
Fall anzugelen. Fer weitere Details sei auf Lewis' Originalarbeit verwiesen.
Man webersetzt einen Ausdruck der Form ( 100 0) (A 1,700 n)
gilt in der meglichen Welt ") mittels einer rekursiven De nition in die Formel

919 119 n(W( )M (1 DMC( 1y )i
M D)MCCns )™ it n))

der Counterpart{Theorie. Wie man nun leicht mberprefen kann, sind die fol-
gendenFormeln keine Theoremeder Counterpart{Theorie.

1. ! (\Becker's Prinzip")

2. ! (\Brou wer's Prinzip")

3. (x2y)! (x=y) (x vershiedenvon y)
4. (x6y)! (x6y) (x vershiedenvon y)
5.8x (x)! 8x (x) (Barcan Formeln)
6. 9x (x)! 9x (x)

7. 9 (X)! X (x)

Jedoch ist auch in der Counterpart{Theorie die konverse Barcan{Formel

8x (x) ! 8x (x) ein Theorem. Ich medite nun im nadsten Abschnitt
kurz demonstrieren, da sich die Counterpart{Theorie | zumindest in ihrer
urspreinglichen Formulierung | nicht als Instrument eignet, normale quarnti -
Zierte Modallogiken zu behandeln.Dies liegt schlicht daran, da im allgemeinen
das Prinzip der Box{Distribution (! )! ( ! ) verletzt wird.

6.2 Probleme der Counterpart{Theorie

Sei (x) eine rein quartorenlogische Formel mit der freien Variable x. Wir
betrachten im weiteren die modale Formel

x)= ("8 (x)! 8x (x):

Diese Formel ist o enbar ein Theorem der normalen quarti zierten Logik
QK .%! Hierzu bemerke man, da ( (x)* 8x (x)) ! 8x (x) eine quantorenlo-
gische Tautologie ist und wende Necessitation (mn) und Box{Distribution (bd)
an. Wir geben nun ein Modell M der Counterpart{Theorie an, in welchem (x)
falsch ist. Hierzu enthalte M genau zwei Welten, w; und wy. Ferner enthal-
te wy lediglich den Gegenstandu; sawie w, lediglich u,. Soll M ein Modell
der Counterpart{Theorie sein, so meissenzunachst u; und u, versdieden sein.
Ferner meissenC(uq;u;) und C(uz;uy) in M gelten. Sdlie lic h sei angenom-
men, da M Wi(uy) und M W2(up) gilt. Hierdurch ist unser Modell
hinreichend spezi ziert. Abbildung 3 illustriert dieseSituation:

“LFur diesesBeispiel vergleiche auch [Hughes/Cresswell 1996, S. 353{357.
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Wy 8v:::

Abbildung 3

Nun ist die Formel (x) in der Welt w; falsch. Um dies einzusehenbringe ich
zunadhst noch die ®bersetzungeiner Formel der Form ( (x)W (\  (x) qilt
in der meglichen Welt w"), wobei ich mich dem Beispiel entsprechend auf eine
freie Variable bestiranke. Die Ubersetzungin die Counterpart{Theorie lautet:

8vBy(W (V) M I (y;v)  C(y;x) !t Y(y)):
Es gilt nun o enbar
) M (((x)"8x (x))" sawie
(i) M ( 9x: (x))", d.h.
(i) M 8x (X))

Mithin kann (x) kein Theorem der Counterpart{Theorie sein. Dabei sieht
man (i) wie folgt: Belegt man v mit wq, so nutzt man M Wi(up). Belegt
man hingegenv mit wy, sogilt M [ (x;wy) ~ 1(y;v) ! : C(y;x), da uy kein
Counterpart von u; ist. Daher gilt M~ 8y(W (V) * 1 (y;v) » C(y;x) ! V(y)),
da der Antezedensimmer falsch ist. (ii) hingegenergibt sich ausder Annahme,
da M : “2(uy) gilt.

Man beadite, da im letzten Fall keine Bedingungenan die Existenz von
Counterparts gestellt werden, da die Formel :  8x (x) keine freien Variablen
enthalt. In der Tat ist diesdie Quelle desSdeiterns der Box{Distribution. Man
bemerle hierzu,da durch die doppelte Quanti k ation 8v8y ::: mber Welten und
Gegensande, Teilformeln einer Formel der Gestalt  (z), je nachdem, welche
freien Variablen z sie enthalten, in vershiedenenmeglichen Welten ausgever-
tet werden. Insbesonderewird also ein Satz der Form in allen meglichen
Welten ausgevertet, ohneda Einschrankungenin der Form einer Erreichbar-
keitsrelation auf der Mengeder meglichen Welten wirksam weirden. Wir werden
in Kapitel 7 sehen,da dieser Defekt' durch eine geeigneteKombination der
Ideen der Erreichbarkeit meglicher Welten und des Counterpart{Konzepts be-
hoben werden kann.
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6.3 Konsequen ter Anti{Realism us

Ungeaditet der Tatsache,da Spradender quanti zierten Modallogik geeignet
sind, philosophisde Probleme oder Prinzipien wie etwa solde des Essertialis-
mus geeignetdarzustellen, ist esnicht weinschenswert, da die Semarik einer
solthen Sprade weitreichende philosophiste Implik ationen in der einen oder
anderen Richtung hat. Vielmehr sollte eine formale Semariik | so weit dies
meglich ist | Neutralit at wahren.

Modaler Realisnmus nun ist die Theorie, da esviele megliche Welten gibt,
von deneneine, die aktuale, die unserigeist, in der wir leben. Der enorme Er-
folg der Megliche{Welten{Semartik hat dieseontologische Doktrin prominent
gemadit. Man argumertiert, da man sich auf die Existenz meglicher Welten
verp ic hten mu, falls man Kripk e{Semariik en bei der Bewertung modaler Ar-
gumerte einsetzenmecdte (vgl. [Lewis 1984, S. 4). Auf der anderen Seite wird
diesePosition von vielen Philosophensdlicht als absurd betrachtet. Insbeson-
dere die Meglichkeit, aus einer Semariik der modalen Logik Recksdlesseauf
die physikalische Besda enheit unseresUniversumszu ziehen| wie esetwa
David Lewis' Systemerlaubt | sdeint nicht nur kontraintuitiv, sondernzudem
ein Ruckfall in ,schlechte Scholastik™ (A. Urquhart) zu sein.

Daher sollte eine anti{realistisc he Interpretation verallgemeinerterKripk e{
Semariken gesu@it werden. Hierzu hat Charles Chihara Kkurzlich in
[Chihara 1998 einen vielverspretienden Beitrag geleistet. Er entwickelt dort,
in detaillierter Weise,eine anti{realistisc he Interpretation sogenanter S5{T yp
Logiken, weldche als Modellierung desBegri s der logischen Notwendigkeit ver-
standen werden.

Chiharas Theorie baut im wesetrtlichen auf zweierlei auf. Zunadst diskutiert
er die von John Etchemendyin [Etchemendy 199Q eingekihrte Unterscheidung
zwisthen ,represertational\ und ,interpretational semarics\, um sich dann
gegenEtchemendysPosition zu wenden,da die klassistie Modelltheorie ,,in-
terpretational\ sei. Statt dessenargumertiert er m. E. eberzeugend,da keine
der beiden Kategorien passendsei und bietet eine neuartige Theorie uber die
Rolle von Interpretationen bzw. Strukturen in der formalen Logik. Hier gilt es
anzusdalie en und dieseErgebnisseauf Erweiterungen der klassistien Kripk e{
Semariik zu wmbertragen. Denn will man ernsthaft eine Position des modalen
Anti{Realismus vertreten, so liegen die Vorteile auf der Hand, wenn man eine
solche Interpretation gleich fur eine meglichst allgemeine semartische Theo-
rie entwickelt. Sdlie lic h interpretiert Chihara den intensionalenOperator ,, 2\
nicht | wie David Lewis | als Quantor mber megliche Welten, sondern ,in
terms of how the world could have been . Erinnert man sich an die obige Fall-
studie im Rahmender Metaframe{Semartik, wo esum den graduellenZuwads
der spradchlichen Ausdrucksfahigkeit ging, soware eszum Beispiel naheliegend,
Chiharas Analyse durch ,in terms of how any partial description of the world
could have been zu ersetzen.Hier ware zu untersuchen, wie genausich diese
Art von Analyse auf verallgemeinerteSemariik en ebertragenla t. Dabei ist zu
erwarten, da die wesetilliche Scwierigkeit darin bestehenwird, den philoso-
phischen Status der Individuen in verallgemeinertenKripk e{Semarnik en bzw.
die Bedeutung der Verallgemeinerungendes Counterpart'{Konzepts zu klaren.
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7 Ein alternativ es Mo dellk onzept

In diesem Kapitel medite ich ein alternatives Modellkonzept fer die moda-
le Pradikatenlogik entwickeln, welches einerseitsvon gro er Allgemeinheit ist,
andererseitseingangig formuliert und intuitiv anwendbarist. DiesesModellkon-
zept geht im wesertlichen auf die Funktor{Semantik | man vergleithe Kapitel
4| sawie auf IdeenausDavid Lewis' Counterpart{Theorie (Kapitel 6) zureck.
Ich beginnemit einerinformellen Exposition der wesertlichen Merkmale dieser
Semartik:

Als Basislogikwerdenwir eine Kombination von freier Logik und K zugrun-
delegen.Insbesonderenerdenkeine zusatzlichen geruin modalen Prinzipien wie
die Notwendigkeit der Identit at oder die konverseBarcan{Formel zu dieserBa-
sislogik geheren.

Auf der semarischen Ebenewerdenwir das Modellkonzept der C{Mengen
in mehrerenRichtungen verallgemeinern.Zunadst verzichten wir auf eine For-
mulierung in kategorieller Sprache | hierzu vergleithhe man auch den Aufsatz
[van Benthem 1993 | wasuns zunadst von der Forderung nach Transitivit at
und Re exivit at von Framesbefreit. Des weiteren verzichten wir auf die Funk-
tionalit at und Injektivit at von Gegenstickrelationen. Dies kann man als "Erbe’
der Lewissten Counterpart{Theorie au assen.

Es ist hau g behauptet worden, da eine adaquate semarische Behand-
lung erststu ger Modallogik den Gebraud freier Logik erfordert. Man verglei-
che diesbezglich etwa den Aufsatz ,Applications of Free Logic to Quanti ed
Intensional Logic\ von James Garson ([Garson 1991). Was den hier entwickel-
ten Ansatz von den wublicherweise angegelenen unterscheidet, ist die Tatsa-
che, da wir die Anwendung der freien Logik nicht glokal auf ein Universum
‘meglicher Gegenstainde' beziehen,sondern| in lokaler Perspektive | jede
megliche Welt einesmodalen Framesihren eigenenBereich "aktualer' und " k-
tionaler' Gegensandekennt. Anschaulich gesprahenwerden| beim Ubergang
von einer meglichen Welt S in eine andere erreichbare megliche Welt T | al-
le "Permutationen’, “Versdimelzungen'oder "Aufspaltungen’' von Gegensianden
(semartisch) erlaubt sein, weldhe nicht explizit von der modalen Theorie der
Welt S unterbunden werden. Gleichfalls meissendie aktuale Existenz bzw. die
Fiktionalit at einesGegenstandeseim Ebergangin eine andere megliche Welt
von der modalen Theorie xiert werden, sollen sie nicht unbestimmt bleiben.
Wir werden insbesondere,in Analogie zur klassistien Modelltheorie, modale
Strukturen als semartische "Grundobjekte' betrachten. Dies sind modale Fra-
mes, weldche mit einer Interpretation der Relationssymbole ausgestattet sind.

DasKapitel gliedert sich nun wie folgt. In Abschnitt 7.1 fehren wir zunadst
die freie Logik sawie die Kombination von freier Logik und K ein. Dies fuhrt
sdhlie lich zum Begri einer beliebigen modalen Pradikatenlogik. In den Ab-
schnitten 7.2 und 7.3 fehren wir die Modellstrukturen fer die freie Modallo-
gik ein und beweisendie Korrektheit der Semarik bezglich des Basiskalkels
FK . In 7.4 beweisenwir | indem wir zu einer beliebig vorgegelenen mo-
dalen Pradikatenlogik L ein kanonisdes Modell konstruieren | ein allgemei-
nes Vollstandigkeitsresultat, weldhes zeigt, da jede modale Pradikatenlogik
vollstandig beziglich einer Klassevon modalen Strukturen ist. In 7.5 behandle
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ich Fragender Frame{Vollstandigkeit und Kanonizit &t und gebe einige Beispie-
le an. In 7.6 sdlie lic h werden genealisierte Frames eingefihrt, die durch die
Erganzungeiner Algebra “zulassigerinterpretationen' ausdenin 7.2 eingekihr-
ten Frames hervorgehen. Bezeglich dieser Strukturen erhalten wir sdlie lic h
ein allgemeinesFrame{Vollstandigkeitsresultat.

7.1 Freie Mo dallogik

What is a free logic? The answer to this question, informally
speaking, is straightforward. The label \free logic" is shorthand for
\logic free of existenceassumptionswith respect to its generaland
singular terms, but whosequanti ers are interpreted exactly asin
classical rst order predicate logic". [Lambert 1997, S. 35.

Zunacdhst wollen wir die im weiteren zu Grunde gelegtenSprachen L und ML
xieren:

De nition 7.1 (Die Sprachen L und ML) Wir bilden zunachst die Menge
A aller endlichen Werter (endlichen Zeichenfolgen)uber dem Alphalet A, wel-
chesaus folgendenGrundzeichen besteht:

Eine abahlar{unendliche MengefP," j i;n 2 ! g von Relationssymio-
len, wolei n die Stelligkeit angele. ( Nichtlogische Signatur)

Die aussagenlgischenJunktoren: und *.

Der Quantor 9 sowie das Gleichheitszeichen= .

Der modale Operator . (Logische Konstanten)

Eine abahllar unendiche Mengefx; j i 2 ! g von Variablen.
Die Klammern ( und ). (Hilfssymbole)

Ausder MengeA werdendannin der ublichenWeise die sinnvollen Ausdrecke,
da heit Terme und Formeln, ausgesondert.Wir bezeichnendie Menge aller
modalen Formeln mit ML und die Mengealler quantorenlagischenFormeln mit
L.

De nition 7.2 (Formelklassen) Wir sprechen in der mblichen Weise von
freien und gebundenenVorkommen einer Variable in einer Formel. Formeln
werden metaspmachlich durch kleine griechischeBuchstaken ; ; etc. bezeich-
net. Ist 2 ML eine modale Formel, so bezeichneVar( ) die Mengealler in
vorkommendenVariablen sowieF V( ) die Mengealler freiin  vorkommenden
Variablen. Formeln ohne freie Variablen hei en auch Aussagen Daruber hin-
ausheit eine modale Formel eine dedicto Formel, wennin keine Variable
frei im Wirkungskbereich eines modalen Operators vorkommt. Ist dies doch der
Fall, so heit die Formel eine de re Formel.
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Bemerkung 7.1 O enbar ist jede quantorenlagische Formel zugleicheine mo-
dale Formel. Insbesondee erhalt man die Menge L aus der Menge ML, indem
man aus ML alle Formeln entfernt, in denen modale Operatoren auftauchen.
Wir werden von madalen Formeln zumeist schlicht als Formeln sprechen.

Aus Grunden der besseen Whersichtlichkeit haken wir darauf verzichtet, mehr
als einen modalen Operator in das Alphalet aufzunehmen.Wie man sich leicht
wherzeugt, konnte man jedoch auch problemlos mit einer beliebigen Familie
f i j i 2 1gvon modalen Operatoren arbeiten. Verlat man hier jedoch den
Bereich der abahlbaren Sprachen, so ist im allgemeinen eine Anwendungdes
Auswahlaxiomsunumganglich.#2

Das Gleichheitszeichen= des Alphatets wurde verschiglen von = gewahlt, da
letzteres als metaspiachliche Identit at verwendetwerden soll. Sowerden wir die
Identitat von Zeichenketten(Formeln) beispielsweisedurch = ausdracken.
Daruber hinaus wird das Gleichheitszeichen= in modalen Kontexten nicht al-
le gewohntenEigenschaftender (numerischen) Identitat hakten | etwa wird
nicht dasvolle Leibniz' Gesetzgelten| was eine Abweichungin der Notation
zusatzlich motiviert.

Die Zeichen?, ,! ,$,8und sind alsin der ublichenWeise de niert und
als metasprchliche Abkeirzung zu verstehen.

Schlie lich hale ich darauf verzichtet, Funktions- und Konstantensymimle in

das Alphalet aufzunehmen.Dakei stellt der Verzicht auf Funktionssymimle kei-
ne wirkliche Einschrankung dar, da man Funktionen auch mit ihrem Graph
identi zier en und daher als speziele Relationen au assen kann. Der Verzicht
auf Konstantensymiwle ist jedoch substantieler, wie der Abschnitt 3.2 il lustriert

halen sollte. Um die Exposition der hier vorgeschlagenersemantik ubersichtlich
zu halten, hale ich aus pragmatischenGrunden zunachstauf eine Aufnahmevon
Konstantensymiwmlen verzichtet. Dies sollte jedoch an anderer Stelle nachgeholt
werden. Als Terme stehenuns also lediglich Variablen zur Verfugung.

7.1.1 Freie Logik: Axiomatisierung und Semantik

Wir geben zunadhst eine Axiomatisierung ohne ldentit atsaxiome an, da wir
in manchen Fallen das Identit atssynmbol ,,=\ audh als speziellesPradikat |

etwa spradliche Ununterscheidbarkeit | interpretieren wollen. Soldhe Inter-
pretationen wollen wir nicht{standard nennen.Die weiter unten hinzugefeigten
Identit atsaxiomewerden hingegenals Formalisierung der Eigenstaften der nu-
merischen Identit at interpretiert. Dem entsprechend wird in der unten ange-

gebenen Semariik die Formel x = y unter einer Belegung als numerische

4250 etwa im Beweis von Lemma 7.12 s.u., wo gezeigt wird, da sich jeder Typ zu einem
freien Henkin{T yp ausdehnenlat. Hier benetigt man eine Aufzehlung aller Formeln, deren
Existenz man ohne das Auswahlaxiom im allgemeinennicht zeigenkann. Insbesonderebenetigt
man fur diesen Beweis im nicht{abz ahlbaren Fall Card(ML) viele Variablen.



7 EIN ALTERNATIVES MODELLK ONZEPT 36

Identit at des durch die beiden Variablen (via Belegung) bezeihineten "Gegen-
standes' interpretiert werden. Modellbegri e, die einer solthen Interpretation
folgen, werdenin der Literatur hau g auch als normale Modelle bezeitinet.*3

In diesemZusammenhanggeh die unten vorgestilageneSemartik in einem
ertscheidendenPunkt eber klassishie Konzepte hinaus, indem sie die Identit at
nicht als eine notwendige Eigensdaft einesGegenstands,sondernals abhangig
von einer gegetenenmodalen Theorie au at. Insofern, als alsodie Idee kontin-
gerter ldentit aten als koharent erachtet wird, bricht die Theorie mit Prinzipien,
wie sie etwa Kripk e in seiner Theorie der metaphysiscen Notwendigkeit** als
auch Vertreter deslogischen Atomismus®® vertreten haben. Diese Standpunkte
drecken sich unter anderemdarin aus,da die beiden Formeln

8x8y(x = y! 2x = Y)

sowvie . .
8x8y(x 6 y! 2x6Yy)

alslogisch allgemeingultig eradhtet werden.Dieswurde vielleicht zuerstklar von
Frank Ramseyin seinerAdaption deslogisdhen Atomismus formuliert: ,, numer-
ical identit y and di erences are necessaryelations\ [Ramsey1925. Gleichfalls
bemerkt Nino Cocdhiarella beziglich Kripk es Theorie:

But evenin the framework of Kripk esmetaphysical necessiy (where
quanti ers also refer directly to objects), an object cannot but be
the object that it is, nor can one object be identical with another
[...] [Cocchiarella 1984, S. 319.

Hier ist jedoch nicht der Ort, um vershiedeneAu assungen bzgl. der Identit at
zu diskutieren und philosophisd zu verteidigen. Statt desserkonzerrieren wir
uns im folgenden auf die Entwicklung einer formalen Semariik, weldche ver-
schiedenelnterpretationen zulat und insofernnachweit, da eineallgemeinere
Gegenstandstheoriezumindest koharert formulierbar ist.

Um Miv erstandnissenvorzubeugen,sei hier jedoch noch auf einen Punkt
eingegangen.In einzelnen meglichen Welten soll das Identit atssynmbol in der
eblichen Weiseals “numerische' Identit at interpretiert werden. Behaupten wir
jedoch, da es eine sinnvolle Annahme sei, die Formel x = y~ x 6 y als
erfullbar zu eracdten, sowollen wir geradenicht | und dies mit Wittgenstein

“Fur einen Vergleich verschiedener Konzepte von Identit at vergleiche zum Beispiel
[Scott 1970 und fer eine Reduktion von Nicht{Standard{In terpretationen auf ‘normale'
Interpretationen der Identit &t im Rahmen des ,Varying Domain Approach\ vergleiche
[Fitting/Mendelsohn 199§, S. 159.

4“4Vergleiche Kripk es,,Naming and Necessiy\ [Kripk e 1972.

“SVergleiche etwa Wittgensteins , Tractatus logico{philosophicus\ [Wittgenstein 1921] , Pa-
ragraphen 5.53|5.54, wo die Au assung vertreten wird, da ldentit atsaussagen, Scheinsatze\
(5.534) seien. Vgl. auch 5.533:, Das Gleichheitszeichen ist also kein weserilic her Bestandtell
der Begri sschrift. \ sowie 5.5303: ,Beilau g gesprachen: Von zwei Dingen zu sagen, sie seien
identisch, ist ein Unsinn, und von Einem zu sagen, es sei identisch mit sich selbst, sagt gar
nichts.\
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(sieheFu note) | behaupten,zwei Dinge seieneigerilich ein und derselke Ge-
genstand?® Vielmehr wird dieseFormel sointerpretiert, da einem Gegenstand
in einer meglichen Welt zwei Gegenseicke in einer anderenmeglichen Welt zu-
geordnetwerden kennen. Wir spredien in diesemFall also nicht wirklich mber
dieselen Gegensande?’ Man vergleihe diesbezuglich die Verteidigung von
David Lewis*® gegendie Kritik von Saul Kripk e, welcher genau diesen Punkt
angri und dabei einem Mi v erstandnis der von Lewis intendierten Interpreta-
tion der “Transwelt{ldentit at' unterlag.

Kommen wir nun zur angekeindigten Axiomatisierung, welche eine Va-
riante der Axiomatisierungen ist, die man in [Hughes/Cressvell 1999 bzw.
[Fitting/Mendelsohn 1998 ndet. Diesegehenhistorisch auf Arb eiten von Saul
Kripk e (siehe[Kripk e 1963) und Karel Lambert (siehe[Lambert 1963) zureck,
weldhe unabhangig voneinander und fast zeitgleich eine Abschwachung des
Axioms der Universellen Instantiierung vorsclugen, weldhes im klassisdien
Pradikatenkalkell formuliert werdenkann als:

Klassische universelle Inst anti ier ung: Ist y frei fur x in  (X), soist
8x (X)! (y) ein Axiom.

Die Axiomatisierung ohne Identit ats{ und Existenzsynbol, die wir PFL  nen-
nen wollen, lautet wie folgt:

De nition 7.3 (Axiomatisierung von PFL ) Im weiteren stehendie Aus-
drucke und fur beliebige Formeln. Alle Formeln desfolgendenTyps seien
Axiome:

Tautologien: Alle Instanzen (in der Sprache ML) von klassischenaussa-
genlagischenTautolagien sind Axiome.

Hintere Generalisier ung: Kommt die Variable x nicht frei in  vor, so
ist die Formel ! 8x ein Axiom.

Universelle  Distribution: 8( ! )! (8x ! 8x ).
Permut ation: 8x8y $ 8y8x .

Universelle Inst anti ier ung: Ist y frei fur x in  (x), soist 8y(8x (x) !
(y)) ein Axiom.

“Man beadte, da hier der Gebrauch von zwei verschiedenen Variablen weserlich ist,
denn naterlich soll die Formel x = x* x 6 x als unerfullbar gelten, solangeeine erreichtare
megliche Welt existiert.

4"Dabei bleibt jedoch noch oen, ob evertuell gewisse Gegens@nde in einer Welt auch
‘numerisch’ identisch mit Gegens®nden in einer anderen Welt sein kennen. David Lewis hatte
dies noch aus sowohl philosophischen wie technischen Grunden ausgesblossenund spricht von
der “world{b oundedness'eines Individuums. Wir werden diesi. allg. zulassen| ein Beispiel
ware die Wahl der identischen Funktion als Gegenstickabbildung | und in diesem Fall die
Formel x = y~ x 6 y als falsch eracten.

“8 Sjehedas Postskriptum Teil E ,DoesCounterpart Theory Change Logic\ zu , Counterpart
Theory and Quantied Modal Logic\ in [Lewis 196§ (Ausgabe von 1983).
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De nition 7.4 (Schluregeln von PFL :) Wir halen zwei Deduktions-
regeln:

Modus Ponens: Sind die Formeln  und ! beweislar, so auch

)

Universelle  Quantifika tion: Ist eine Formel beweislar, so auch 8x
fur eine beliebigeVariable x:

8x

Wir sdlie en noch einige Bemerkungenzu dieserAxiomatisierung an: Schwaadt
man das Axiom der klassischenUniversellen Instantiierung wie obenangegelen
ab, soist das Permutation genanrte Quantorenprinzip nicht mehr | wie im
klassistien Pradikatenkalkell | beweislar und mu daher folgerichtig als Axi-
om hinzugenommenwerden® Bis auf das Axiom der hinteren Generalisierung
stimmt unsereFormulierung mit derin [Fitting/Mendelsohn 199§ wberein. Die-
sesAxiom lautet dort:

Leere Quantifika tion: Kommt die Variable x nicht frei in  vor, soist
die Formel 8x $  ein Axiom.

DiesesAxiom wollen wir verwerfen, da es, falls man auch leere Quanti -
kationsbereiche zulat (was wir tun werden), nicht mehr allgemeingultig ist.
Mithin ist auch die Formel 8x (x) ! 9x (x) nicht mehr allgemeingultig. Eine
weitere Motiv ation dafer, diesesAxiom nicht zuzulassen,ist die Tatsade, da
andernfalls die Formel 2 9x(x = x) allgemeingiltig ist, denn die Behauptung,
da eseinelogischeWahrheit sei,da notwendigerweise Dinge' existieren, kann
mit Redht bestritten werden. Dies sollte Bestandteil einer modalen Theorie und
nicht der Logik sein, denn esenthalt eine Existenzlehauptung Gewisserma en
ist die Abschwacdhung der leeren Quanti kation der entscheidende Schritt der
uns hier von einer Axiomatisierung der klassisten Logik trennt. Das Systemin
[Fitting/Mendelsohn 199§ ist namlich insofern eine Axiomatisierung der klas-
sisthen Logik, als esexakt die klassist geltigen Satze also Formeln ohne freie
Variablen, beweist.

Wir geben nun eine zweite Axiomatisierung an, welche vor allem dadurch
motiviert ist, Existenzannahmensprachlich explizit zu maden. Diese Formu-
lierung wird sdhlie lic h den weiteren formalen Entwicklungen zu Grunde gelegt
werden. Zunadhst gebenwir die rein pradikatenlogishen Axiome ohne ldentit at
an. DiesesSystem wollen wir PFL E' nennen. Hierbei ist das Existenzsymbl,
weldhes wir der Literatur folgend mit E! bezeitinen wollen, als primitiv auf-
zufassen.Semartisch wird seine Extension in einem Modell gerade mit dem
Quanti k ationsbereidh zusammenfallen.Gehenwir zu reicheren Sprachen mit
Identit at mber, solat sich E!(x) auch de nieren als 9y(y = x), wobei y ver-
schieden von x zu wahlen ist. Hierzu werden spater noch einige Bemerkungen
gemadt.

49 gpekulationen wber die philosophische Bedeutung des so abgesthweachten Axioms ndet
man in Ermanno BencivengasAufsatz ,Why Free LogicA [Bencivenga 1989.
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De nition 7.5 (Axiomatisierung  von PFL E') Im weiteren stehen die
Ausdrucke und  fur beliebige Formeln. Alle Formeln des folgenden Typs
seien Axiome:

Tautologien: Alle Instanzen (in der Sprache ML) von klassischenaussa-
genlagischenTautolagien sind Axiome.

Hintere Generalisier ung: Kommt die Variable x nicht frei in  vor, so
ist die Formel ! 8x ein Axiom.

Universelle  Distribution: 8( ! )! (8x ! 8x ).

E! 1: 8xE!(x).

E!2: Istyfreifurxin (x;z)undy 2z, soist8x (x;2)! (Ey)! (y;2))
ein Axiom.

De nition 7.6 (Schluregeln von PFL E':) Wie bisher haten wir die bei-
den Schlu regeln Modus Ponensund UniverselleQuanti k ation.

Nehmenwir das Identit atssymbol in die Sprace auf, so fordern wir zusatzlich
folgende Axiome:

Denition 7.7 (Axiome fur die Identit at:) Es seienx undy beliebigeVa-
riablen und eine beliebigeFormel, soda x freiin  vorkommt sowiey frei fur
x in  (x) ist. Die Notation (y==x) stehefur Formeln die aus hervorgehen,
indem einige (nicht notwendig alle) Vorkommenvon x durch y ersetztwerden.
Dann sind alle Formeln desfolgendenTyps Axiome:

Selbstidentit at: (X = X)
Leibniz’ Gesetzz: (x=y)! (! (y==x)

Das System, das sich aus PFL E! durch Hinzunahme der Axiome fur die Iden-
tit at ergibt, wollen wir sdilicht PFL nennen. Es sei bemerkt, da das so for-
mulierte Leibniz' Gesetz nur ein schwades erststu ges Gegensteick des vol-
len Leibniz{Prinzips der Ununterscheidkarkeit von Identischem ist. Einerseits
sdhliet eskeine Nichtstandard{Mo delle aus, in denenldentit at als spradliche
Ununterscheidbarkeit aufgefasstwird. (Man bedenle, da in “armen' Sprachen
meglicherweise nur sehr wenige Dinge diskriminiert werden kennen!) Anderer-
seitskann in zweitstu ger Logik die Identit at de niert werden,indem man uber
alle Eigenstaften P quanti ziert und setzt:

x2y:$ 8P(P(X)$ P(Y):

Das Leibniz' Gesetzist also eher als objektsprachliches Gegenstick desQuine-
schen metalogisten Prinzips der Substituiertarkeit von ldentischem zu verste-
hen.

Sdlie lic h ist noch eine wichtige Bemerkung eiber den Zusammenhangzwi-
schen Existenz und Identitat zu madhen, ein Sadwerhalt, auf den vermutlich
als erster Jaakko Hintikk a aufmerksammadte.>® Formuliert man namlich ein

%0vergleiche seinen Aufsatz ,Existential Presuppositions and Their Elimination \
([Hin tikk a 1969).
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Axiomensystemwie oben mit Existenzsymbol, jedoch ohne Identit at, soist das
Existenzsynbol prinzipiell nicht eliminierbar. Das heit, esexistiert keine For-
mel (x), die dasExistenzsymbol nicht erthalt, soda die Formel (x) $ E!(x)
beweislar ware. Dies wurde von Bencivenga, Lambert und Meyer bewiesen>!
Bereichert man die Sprache jedoch um das Identit atssynmbol, sola t sich bewei-
sen da E!(x) aquivalert ist zu 9y(y = x) (x versdieden von y), weshalbin
diesemFall ,EN als de niert begrien werden kann. Dieser Sadwerhalt wird
von Lambert auch als ,Hintikk a's Theorem\ bezeidinet, von welchem wir weiter
unten Gebrauch machen werden.

Satz 7.1 (Hin tikk a's Theorem) Im Kalkul PFL ~ ist das folgendeBikondi-
tional beweislar: ) .
PFL= " EI(X) $ 9y(y = x);

wolei x verschiglen von y zu wahlen ist.

B ew eis. Die ursprengliche Formulierung Hintikka's in [Hintikka 1969
war eher semarischer Natur, da er dort mit sogenanten ,model set§ | in
moderner Terminologie maximal konsisterten Formelmengen| arbeitete und
zeigte, da die Negationen der beiden Implik ationen E!(x) ! 9y(y = x) und
9y(y = x) ! EI!(x), alsodie Formeln E!(x)":9 y(y = x) und 9y(y = x)": E!(X)
respektive nicht erfullbar sind. Wir folgengrob seinerBeweisidee,arbeiten aber
rein syntaktisch im Beweiskalkel PFL = . Zu zeigensind also die beiden fol-
gendenBeweisbezielungen, wobei vorausgesetztsei,da die Variablen y und x
verstieden sind:

(A)  EX) pp s V(Y= X)
B) WY =X pp s ENX)

Mit Hilfe des Deduktionstheorems folgt dann leicht die Beweisbarkeit des
Bikonditionals E!(x) $ 9y(y = x). Beginnenwir mit dem Beweisvon (A). Wir
haben folgende Ableitungskette:

EI(X) ppLz (X=X) . Identit atsaxiom (1)
EI(X) pp s ENX) " .(X=X) . Mit Tautologie aus(1) (2)
EIX) "pp= 8y: (y=x)! (EN(X)! @ (x=X)) Instanz von E! 2 (3)
EI(X) " pei s D (EXX) L (X = X)) Tautologisdhe Umformung aus (2) (4)
EIX) " ppLs BY: (Y= X) Mit Modus Tollensaus (3) (5)
EI(X). pe = 9Y(Y = X) Quantorenregel (6)
PFL= * E!(X)! 9y(y = x) Deduktionstheorem  (7)

Zum Beweisvon (B) seiauf dasunten ausgetihrte Vollstandigkeitsresultat und
auf Lemma 7.7 verwiesen. 2

Die Ererterungen der Axiomatik absdlie end, sei bemerkt, da esvielfaltige
und interessarte formale Verbindungenzwischen Systemender freien Logik auf

Slvergleiche [Lambert 1997 S. 42 und S. 83 bzw. [Bencivenga/Lambert/Mey er 1987.
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der einen und der klassistien Pradikatenlogik auf der anderen Seite gibt. 2
Wir halten hier lediglich fest, da man durch eine geeigneteBereicherung des
Axiomensystemsvon PFL = die klassiste Pradikatenlogik erhalt. Wir nehmen
hierzu an, da das Existenzsymbol de niert sei als E!(x) = 9y(y = x) (y
versdieden von Xx).

Lemma 7.1 (Reduktion auf den klassischen Pr adik atenk alk el)
Bereichert man das AxiomensystemPFL = um das SchemacCl:

(Ch)  ENx);

wolei die Variable x heliebig sei, so erhalt man eine Axiomatisierung desklas-
sischenPradikatenkallels.

Beweis. Oenbar kann man mit Hilfe des Schemas(Cl) ohne weiteres
die klassiste universellelnstantiierung zureckgewinnen. Damit hat man aber
bereits eine Axiomatisierung der klassistien Pradikatenlogik. Fer Details ver-
gleiche [Bencivenga 1984. 2

Wir kommen nun zur De nition der semarischen Strukturen fer die Logik
PFL ~. Die Logik PFL = werdenwir im folgendensdlicht freie Logik nennen.

De nition 7.8 (Strukturen)  Ein Tripel S= hUs;Dg;lsi ist eine Freie Lo-
gik Struktur , kenftig kurz Struktur, falls Us eine nicht{leere Mengeist, Dg
eine (meglicherweiseleere) Teilmengevon Ug und schlie lich |5 eine Interpre-
tationsfunktion, welchejedem n{stelligen Relationssymlol der Sprache L eine
Teilmenge des n{dimensionalen kartesischen Produkts von Ug zuordnet. Wir
bezeichnendann die Klasse aller Strukturen mit Kpg| .

Die Menge Ug fassenwir informell als ,Universe of Discoursé auf, das heit

als die Menge der Gegensande, eber die wir reden wollen. Die TeilmengeD g
hingegenumfa t danndiejenigenGegensande,derenExistenz wir prasupponie-
ren. DieseGegensande nimmt man als aktual existierendan. Man beadite, da

wahrend sich der Wirkungskbkereich der Quantoren auf die MengeD s besdirankt,
Relationssynbole in der Menge Ug der ‘meglichen Gegensande' interpretiert
werden.

De nition 7.9 (Belegungen) Ist eine Struktur S gegelen, so ist eine Be-
legung : Var ! Ug eine Abbildung von der Menge Var der Variablen
in die Menge Us der meglichen Gegenstainde von S. Eine Belggung heit ei-
ne x{V ariante von , falls sie in allen Variablen au er meglicherweisein x
mit  wbereinstimmt. Eine Belegung e heit eine existertielle x{V ariante, falls
e(x) 2 Ds. Ist e eine existentielle x{V ariante mit e(x) = a 2 Dg, so schreiben
wir fur e auch 2.

De nition  7.10 (Mo delle) Ein Modell M fur die Freie Logik ist ein Paar
hS; i, bestehendaus einer Struktur S und einer Belegung in Us.

%2Man vergleiche hierzu [Bencivenga 1986 und inshesondere[Trew 1970.
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Die Modellbezietung fur Formeln wird nun mit Ausnahme von 9{Formeln in
der mblichen Weiseerklart. Steht uns kein Identit atssynbol zur Verfagung und
ist somit das Existenzsynmbol E! als primitiv zu verstehen, so benetigen wir
auch fur diesesSymbol eine extra Klausel. Die beiden Klauseln lauten nun wie
folgt:

hS, i 9x :() esgibt eineexistertielle x{Variante e soda hS;ei ;
sawie fur das Existenzsymbol

S, i E!X):() (Xx)2Ds:

7.1.2 Freie Logik: Korrektheit und Vollst andigk eit

Da wir in den Abschnitten 7.3 und 7.4 die Korrektheit und Vollstandigkeit des
modalen Kalk ells FK bzgl. einesModellkonzeptszeigenwerden,welchesauf den
bisher vorgestellten Modellstrukturen fer die freie Logik aufbaut, reicht esan
dieserStelle einige historische Bemerkungenzu maden, da wir die Ad aquatheit
der obigen Semariik bzgl. desKalkels PFL = auf diese Weiseimplizit mitb e-
weisen.

Der erste publizierte Vollstandigkeitsbeweis fer das oben angegelene
Axiomensystem PFL  ohne Identitat und Existenzsynbol ndet sich in
[Leblanc/Meyer 1970. Die im letzten Abschnitt vorgestellten Modellstruktu-
ren | man nennt diesen Ansatz haug auch den ,inner domain{outer do-
main approad\ | wurden unabhangigvoneinandervon Nuel Belnap und Karel
Lambert Ende der 1950erJahre vorgestilagen. Einen detaillierten Beweis der
Adaquatheit desKalkels PFL bzgl. dieserSemarik ndet man in der Arb eit
[Leblanc/Thomason 1968. Der erste publizierte Vollstandigkeitsbeweis ndet
sich hingegenin Bas van FraassensArb eit ,, The Completenessof Free Logic
[van Fraassen1964 und basiert nicht auf den hier vorgestellten Modellstruktu-
ren, sondernauf der sogenanien , supervaluational semarics\ . DieseSemarik
hat aber darmber hinaus zahlreiche Anwendungenin anderenGebietender phi-
losophistien Logik gefunden,wofer stellvertretend Kit Fines Analyse von "Vag-
heit' genannt sei[Fine 19795. Die Hauptmotiv ation, eine alternative Semarik
fur die freie Logik anzugeten, bestand aber darin, den Verdadt zu zerstreuen,
sich auf eine Meinongshe Philosophie nicht aktualisierter aber meglicher Ge-
gens®nde festlegenzu meussen®® Es sei hier jedoch noch in aller K urze darauf
hingewiesen,da auch der hier prasenierte semartische Apparat eine solde
Interpretation keineswegserzwingt. Vielmehr sind versdiedene Explikationen
der Semariik vorgestilagen worden, welche den ,,outer domain\ auf eine onto-
logisch "harmlose' Weise zu interpretieren gestatten. Zu nennenware etwa die
Arb eit [Lambert/Mey er 196§, welche den , outer domain\ als Menge linguisti-
sdher Ausdrecke interpretiert. >4

33vgl. [Meinong 1973 und fur einen Versuc der Rehabilitierung der Meinongschen Philo-
sophie [Parsons 198(.

*Vergleiche aber auch die Arbeiten [van Fraassen1967 und [Scott 1967, die andere
Ansatze verfolgen.
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7.1.3 Freie Mo dallogik: Axiomatisierung

Wir werdennun die freie Logik mit der modalen Logik K kombinieren und das
resultierende System FK (sprich ,free K\) nennen. Durch Bereicherung des
guantorenlogisden Teils der Logik (wie in Lemma 7.1 ausgetihrt) erhalt man
die Logik QK (,quantied K\), welche ublicherweiseals ‘Basislogik' zugrunde
gelegtwird. Bereichert man weiterhin den modalen Teil der Axiomatik, soge-
langt man zu Systemendie wir | Standard{Konvertionen folgend| mit FS4,
QS4, QT etc. bezeitinen werden. Dareber hinaus werdenwir im folgendendas
Identit atssynmbol als logischesSymbol zur Sprache hinzuzahlen. Streng genom-
men sollten wir also die Logiken zusatzlich mit dem Superskript = versehen,
d.h. von den Logiken QS4~ oder FK ~ etc. spreden.

Denition 7.11 (Axiome fur die Identit at:) Es seien x und y beliebige
Variablen und (x; z) eine keliebigeFormel, soda x | nelen eventuel wei-
teren Variablenz | freiin (x;z) vorkommt, y nicht frei im Wirkungsbereich
eines modalen Operators vorkommt sowiey frei fur x in  (x; z) ist. Die Notati-
on (y==X) stehefur Formeln die aus hervorgehen,indem man an Stellen in
denenx frei, aker nicht im Wirkungshbereich einesmadalen Operators ist, einige
(nicht notwendig alle) Vorkommen von x durch y ersetzt. Im Wirkungsbereich
eines modalen Operators ersetzeman hingegen entwealer alle oder keine Vor-
kommen der Variable x durch y. Dann sind alle Formeln des folgendenTyps
Axiome:

Selbstidentit  at: (X = x)
Mod ales Leibniz' Gesetz: (x=y)! (! (y==x)

Unter weldchen Substitutionen eine modale Pradikatenlogik abgesblossensein
sollte, ist umstritten. Es hat sich eingeleirgert | man vergleide diesbeziglich
noch einmal die De nition 5.1 | einen Abschlu unter, wie wir es genanrt
haben, zweitstu gen Substitutionen zu fordern. Die De nition dieser Substi-
tutionen wiederholenwir der Bequemlichkeit halber noch einmal in De nition
7.13 unten.

Die Frage, unter welcthen Umstanden es sinnvoll ware modale Pradikaten-
logiken, die lediglich unter schwacheren zweitstu gen Substitutionsprinzipien
abgesablossensind, zuzulassenmu an anderer Stelle behandelt werden.

De nition  7.12 (Erststuge  Substitution: Terme fur Variablen)

Ist (X;z) eine modale Formel, in der x frei vorkommt und ist y frei fur x in
(x; 2), soist die Formel (y=x;z) eine erststu ge Substitutionsinstanz. Dabei

sind in der Formel (y=x;z) alle freien Vorkommenvon x durch y ersetzt.

De nition  7.13 (Zw eitstu ge  Substitution: Formeln fur Pr adik ate)
Sei  eine Formel, in der das n{stellige Relationssymlol P vorkommt und
sei eine weitere modale Formel. Dann heit ( =P(x)) eine zweitstu ge
Substitutionsinstanz von . Dabei geht( =P(x)) aus hervor, indem jedes
Vorkommenvon P"(y) in  durch (y=x) ersetzt wird, wolei meglicherweise
gebundenevariablen umbkenannt werden meissen.
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De nition  7.14 (Mo dale Pr adik atenlogik en) Der Kalkal FK enthalt alle
Axiomen{Schemata und Regeln des Kalkuls PFL (angewandtauf die Formel-
mengeML ) sowie das Schema

(bd) (! Hyr (¢ ! ) (Box{Distribution oder Normalit at)
und die Regel
(mn) = (Necessitation).

Wir werden im folgendenheau g kalkelisierte Logiken mit der Menge der im
Kalkul beweisbaren Formeln identi zier en, d.h. etwa die Logik FK als Teil-
mengevon ML au assen.

Bereichert man die (Basis{) Logik FK um die Axiomenschematafur die
Identit &t, so erhalt man das SystemFK = . Erganzt man zusatzlich modale oder
guantorenlagische Axiomenschematawie etwaBa, T, Cl oder 4, so erhalt man
SystemeFBa, QT etc.

Eine beliebige modale Pradikatenlayik wird gleichfalls durch ihre Theoreme
spezi ziert. Dabei heit L eine modale Pradikatenlaik, falls FK L ML
gilt und L algeschlosserist unter den Regeln (mn), (8) und (mp) und mit jeder
Formel 2 L auch jede erst- oder zweitstu ge Substitutionsinstanz € 2 L ist.
Wir sagendann auch,da L unter Substitutionen algeschlossernist. Bezuglich
zweitstu ger Substitution sind eventuel einige Einschrankungennotwendig, die
verhindern, da eingeschenkte Schemata,wie etwadasmodale Leibniz' Gesetz,
verletzt werden. Ist FK ~ L, so heit L eine modale Pradikatenlaik mit
Identit at.

Lemma 7.2 Ist L eine modale Pradikatenlayik im Sinne von De nition 5:1,
soist L auch unter erststu gen Substitutionen algeschlossend.h. eine modale
Pradikatenlagyik im Sinne von De nition 7.14.

Beweis. SeiL einemodale Pradikatenlogik im Sinnevon De nition 5.1.
Dann umfat L die klassistie Pradikatenlogik, also insbesonderedas Prinzip
der klassischenuniversellen Instantiierung. Ist dann (x;z) 2 L undy frei fer x
in (x;z), soist zunachst | nad einer Anwendung der Regelder universellen
Quanti kation | 8x (x;z) 2 L. Esist aber

8x (x;2)! (y=x;2)

eine Instanz des Schemasder klassistien universellen Instantiierung. Also ist
auch (y=x;z) 2 L, was zu zeigenwar. 2

Durch die obige De nition der Identit atsaxiome schranken wir das Quine-
sche Prinzip der Substituierbarkeit von ldentischem insofern ein, als wir es
so formulieren, da es keine Implik ationen bezuglich meglicher Querweltein{
Identi zierungen der Gegens&nde hat. Dieswird ausreidien, um in der Theorie
einer einzelnenWelt “klassistie Verhaltnisse' zu erzwingen. Formeln hingegen,
weldche "Quenrveltein{ldenti zierungen' annehmen,sollen als Teil einer gegele-
nen modalen Theorie aufgefasstwerden.
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Zur lllustration seieneinige Beispielevon Formeln angegelen, welche keine
Instanzen desLeibniz' Schemassind:

x=y)! @2x=x)! 2(x=y)
(Es sind nicht alle Vorkommen von x durch y ersetzt, x ist frei im Wirkungs-
bereich von , \ )} . . :

x=y)! ((x6y)! (y6y))
(Die Variable y kommt frei im Wirkungsbereich einesmodalen Operators vor.)

(x=2y)! (9y (x6Yy)! 9y (YY)

(Die Variable y ist nicht frei fur x.)

FolgendeFormeln hingegensind korrekte Instanzen des Schemas:

X=y)! Qx=x)1! 2(y=y)

(Es sind alle Vorkommenvon x durch y ersetzt.)

x=y)! ((x62)! (y62)

(Die Variable y kommt nicht frei im Wirkungsb ereich einesmodalen Operators
vor.) _ _ )

x=y! (x=2)! (y=12)
(y ist frei fur x und kommt nicht im Wirkungsbereid einesmodalen Operators
vor.) _ _ )

x=y! (x=x)! (y=Xx))
(y ist frei fur x und kommt nicht im Wirkungsbereid einesmodalen Operators
vor. Es ist nur ein Vorkommenvon x durch y ersetzt.)

Wie die letzten beiden Beispielezeigen,kennenwir also ohne weiteres nachwei-
sen,da das ldentit atssymbol ,,=\ in einer gegelenen Welt die Axiome einer
Aquivalenzrelation erfullt.

Fer spatere Referenzhalten wir noch einige Standardeigensbaften desBe-
weislkalkells fest.

Satz 7.2 (Endlic hkeitssatz fur ") Ist eine Formelmenge, eine Formel
und gilt * , soexistiert bereits eine endliche Teilmenge o von , soda

0

B eweis. DieseEigensthaft ergibt sich direkt aus der De nition eines
formalen Beweises. 2

Satz 7.3 (Deduktionstheorem  fur °) Seien eine Formelmengeund so-
wie beliebigeFormeln. Dann gilt ; °~ genaudann, wenn =~ !

B eweis. DerBeweisubertragt sich wertlich ausdemklassistien Fall, da die
uns interessierenderKalk ele die klassistie Aussagenlogikumfassen.Vergleiche
etwa [Rautenberg 1994. 2
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7.2 Mo dellstrukturen  fur die freie Mo dallogik

Eine modale Struktur | die exakte De nition gebeich in 7.16| besteh im
folgendenauseiner Familie von erststu gen Strukturen der Freien Logik zusam-
men mit einer Familie von Counterpart{Relationen zwisten diesenStrukturen.

Wir werden das Konzept des ,universeof discoursé dahingehendverallge-
meinern, als wir von lokalen und glokalen Diskursuniversen spreten werden.
Ist uns eine Familie hS;;i 2 1i von Strukturen der freien Logik gegelen, soist
das lokale Diskursuniversum der Struktur S; die Menge Us,. Analog ist Dg
der lokale Quanti k ationsbereich von S;. Jede Struktur beinhaltet also gewis-
serma en ihre eigene’Ontologie’, die nebst einem Quanti k ationsbereich auch
ihren eigenenBereich " ktionaler' Gegensinde kennt. Diese kann von Struk-
tur zu §truktur variieren. Das globale Diskursuniversum ist dann die Menge
Du:= 5, Ui undumfat alle Gegenstnde,uber die in irgendeiner der Struk-
turen ausder Familie | “geredet' wird.

Die einzige Bedingung nun, die wir an die Counterpart{Relationen stel-
len werden, ist ihre Links{T otalitat. Diese Eigenstaft werden wir auch die
Counterpart{Existenz{Eigenschaft nennen.

Dies soll die Idee widerspiegeln,da wir nur dann sinnvoll davon spredien
kennen, da eine Welt meglich (oder erreichbar) relativ zu einer anderenist,
wennwir zumindestzu jedem Gegenstand’in der einenWelt einenGegenstand'
in der anderenWelt zur Verfugung haben. Um dies einzusehen betrachte man
eine Formel der Gestalt ~ (x) und nehmean M und N seienzwei Modelle der-
art, da N von M ausals erreichbar gelte und der Gegenstand y; (x) 2 Uy kein
Gegenseick in N habe. Wie soll man den Wahrheitswert von ~ (x) in M festle-
gen?0 enbarist hier| daderTermx in N nicht denotiert | einead{hoc Fest-
legung notwendig. Dies kennte etwa dadurch gestiehen,da jede solthe Formel
als ‘falsd' interpretiert wird, wodurch jedoch eine Aufgabe desBivalenzprinzips
unvermeidlich wird. %> Will mal also an einer bivalerten Tarskischen Semariik
festhalten, so sind gewisseBedingungen an erlaubte Counterpart{Relationen
unerla lic h. Die folgendeDe nition ersetzt insbesonderedie ubliche Forderung
nach Monotonizitat der Gegenstandstereiche.

De nition  7.15 (Coun terpart{Existenz{Eigensc =~ haft) Seien S und T
zwei Freie{Logik Strukturen, sowie C eine beliebige binare Relation zwischen
den Gegenstandsbreichen Us und Ut. Dann hat C die Counterpart{Existenz{

Eigenschaft (kurz CE{Eigenschaft) genau dann, wenn jedes Element aus Ug
mit mindestenseinem Element aus Ut in Relation steht, formal:

8x2Us9y 2 Ur:hxyi2C

Wir sagendann, da die Relation C eine CE{Relation ist. Weiter bezeichnen
wir die Menge aller CE{Relationen zwischenUs und Ut kurz mit Cst und

% Das Bivalenzprinzip kann kurz wie folgt formuliert werden: Ist M ein Modell und (x)
eine Formel, soist entweder (x) oder : (x) “wahr' in M (formal: entweder M (x) oder
M : (x)). Diesist klar vom Prinzip destertium non datur zu unterscheiden, welchesbesagt,
da nicht zugleich eine Formel und ihre Negation in einem Modell ‘wahr' sein kennen, formal:
M2 (X)™: (x).
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schlie lich die Mengealler CE{R elationen zwischenden Gegenstandsbreichen
zweier Strukturen aus einer Familie W von Strukturen als Cyy,, formal:

Gy =fC2Cs7jST2Wg

De nition  7.16 (Mo dale Struktur)  Wir nennenein Paar f = hWW;Ci eine
modale Struktur, falls W 6 ; eine nicht{leere Teilmengeder Klasse K, :
aller Strukturen der Freien Logik ist und C  Cy eine Teilmenge der Menge
Cw aller CE{Relationen zwischen(Gegenstandsbreichen von) Strukturen aus
W. Strukturen S ausW nennenwir auch megliche Welten. Die zu einer modalen
Struktur gehorige Menge von CE{R elationen zwischenzwei meglichen Welten
Sund T bezeichnenwir dann mit Cos.t. Esist alsoCos.t := C\ Cs.1. Die Klasse
aller modalen Strukturen bezeichnenwir schlie lich mit FrKk.

De nition  7.17 (Mo dales Frame) Wir nennen ein Paar F = hJ;CG ein
modales Frame, falls U eine nicht{leere Familie fhD;;U;i j i 2 | und D;
Ui 6 ;g (I 6 ;) von lokalen Diskursuniversenist und C eine Teilmenge der
Menge aller CE{Relationen zwischenden U; aus U. Ein modales Frame ist
also nichts anderes als eine modale Struktur ohne Interpr etationsfunktionen.

Das Konzept der Erreichbarkeitsrelation auf der Menge der meglichen Welten
wird nun ersetzt durch die Forderung nach der Existenz einer CE{Relation
zwischen diesenWelten. Ist uns also eine modale Struktur f gegeken, so sagen

wir, da die Welt S die Welt T vermittels der Relation C 'sieht', kurz S ¢ T,
genaudann, wenn C 2 Cost ist. Ist Cost = ;, sosagenwir, da die Welt T
von S aus nicht erreichbar ist.

De nition  7.18 (Mo dales Mo dell) Ein modales Modell M ist ein Paar
H; i, bestehendaus einer modalen Struktur HW; Ci und einer Funktion

W  Var ! Dumit ( Sx)2 Usg;

wolei Du dasglolale Diskursuniversumund Ug daslokale Universum der Struk-
tur Ssei. Die Funktion legt also fur jede Struktur S aus W eine Variablenke-
legung s:Var ! Ug fest.

Wir kennen ein so de niertes modales Modell demnad auch als eine Klasse
von erststu gen Modellen fer die Freie Logik au assen, welche um eine Familie
von Gegenstickrelationen im Sinne von De nition 7.16 bereichert wurde. Wir
erklarennun | in der ublichenWeise| induktiv eiber den Aufbau der modalen
Formeln die Bezietung \ H; S; i (y;::yn)™

Wir geben dabei| in redundanter Weise| aud die Erfullungsbezietun-
gen fur die als de niert zu verstehendenSymbole 8; etc. an, da wir hiervon
spater Gebraudh machen wollen. Selbstwverstandlich besdirankenwir uns jedoch
bei induktiven Beweisen eber den Formelaufbau auf die "geruin' zur Sprace
gehorigen Symbole.
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De nition  7.19 (Mo dellb eziehung) Im folgendenseien (yi1;:::;yn) und
(z1;:::;zZm) modale Formeln mit den freien Variablen yi;:::;y, und
Z1;:..;Zm resgektive. Diese werden jedach nur erwahnt werden, wenn dies netig

ist. SeiM ein modalesModell, S eine megliche Welt aus M und sei g die zu-
gelorige Belegung. Wir de nier en:

@ H;S i 2?

() S si xiZx () s(x)= s()in Us

(© S si R(yn:iiiyn) i() hs(y);:i:; s(yn)i 2 1s(R).
(d S si @ () MS si2

(e) WS si "~ () HS i und H;'S; i

(f)y ;S qi (y1;:::5:¥n) () fur alle S ¥ T und alle hyq; i ynid

(9) S, si (y1;:::;¥n) () esgibtein S ¥ Tund eine hyy;:::;yni{

(h) H;S i 8x (x) () fur alle existentiellen x{Varianten fg gilt
H; S, fgi (x).

i S si 9x (x) () esgibt eine existentielle x{Variante fg mit
H; S; f si (x).

De nition  7.20 (Mo dellklassen und Allgemeing wltigk eit)

® Gilt fur alle meglichen Welten S aus dem Modell M = H; i, da

H;:S, oi (Y1;::7;¥n), S0 schreiben wir hierfur M (y1;:::;Yn) und sa-

gen, da in M gilt. Die Theorie Th(M) eines modalen Modells M ist dann

die Menge aller Formeln , soda M . Man beachte, da im Unterschied

zum quantorenlagischenFall, die Theorie einesmadalen Modells im allgemeinen
nicht vollstandig ist.

(i)  Gilt anderrseits If; i fur alle Belegungen in die modale Struktur
f, so sagenwir, da  in f gilt und schriben f . Die Theorie Th(f) einer
modalen Struktur ist die Mengealler Formeln , soda f gilt.

(iii) Ist ferner M fur alle Modelle M aus einer Klasse K von modalen
Modellen, so sagenwir, da in K gilt oder, da K eine Modellklasse fur
ist. Hierfur schreiben wir kurz K . Ist umgekehrtK die Klasse aller modalen
Modelle M, soda M , SO heit K die Modellklassevon und wird mit

K( ) bezeichnet.
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(iv)  Allgemeiner betrachten wir Modellklassenvon Mengen von Formeln
und bezeichnendiesemit K() . Ist schlie lich K die Klasse aller modalen Mo-
delle und gilt K , So schreiben wir kurz und sagen,da  allgemeingultig
ist.

(v) Ist schlie lich F ein modales Frame, so gilt F genaudann, wenn fur
alle modalen Strukturen f, die aus F durch ErganzungirgendeinerInterpr etati-
onsfunktion hervorgehen,f gilt. Die Theorie Th(F) eines modalen Frames
ist dann die Mengealler Formeln , soda F gilt.

7.3 Korrektheit der Semantik

Lemma 7.3 (Koinzidenzlemma) Sei = (y1;:::;Yn) eine modale Formel
mit FV( ) = fy1;:::;yngund seienzy;:::;z, frei fur yi;:::;y, in - und paar-
weiseverschiglen. Seienweiter zweiBelegungengegelen mit  s(yi) = s(z) fur
i = 1;:::;n. Dann gilt:

Beweis. Wir beweisendie Behauptung induktiv eber den Formelaufbau.
SeiM ein beliebigesmodalesModell, (yi1;:::;yn) einebeliebigemodale Formel

fur y; in  und paarweiseversdieden. Dann lautet die Induktionsannahme wie
folgt:

(Ind. Ann.) Fur eine beliebige Struktur S aus dem modalen Modell M und
beliebigeBelegungen s und g mit der Eigenstdaft, da s(yi) = s(z)

Da nun die Wahrheitsbedingungen fur die logischen Konstanten
23N, _;9%; und 8x sowie fur atomare Formeln in der wblichen Weise
erklart sind, reicht es zunadst, sich auf den Beweis des klassishien Koinzi-
denzlemmaszu berufen. Fer die klassiste Pradikatenlogik vgl. hierzu etwa
[Rautenberg 1999 (S. 52) und fur die Freie Logik im hier berutzten Sinne
vgl. [Bencivenga1984. Wir kennen also annehmen,da der Induktionsb eweis
fur atomare Formeln sowie fur ', ' und "9" durchgefuhrt sei. Sei nun
| die Induktion absdlie end | (Y1;::::yn) = (y1;:::;¥Yn), wobei die
Induktionsb ehauptung fer  gelte. Seienweiter S eine beliebige Struktur aus
M, z frei fur y; in (i = 1;:::;n) und seienBelegungen s und g gegelen
mit s(yi) = s(z). Dann gilt per de nitionem

hS; i (Y1;::::Yn)

1,00 yni{Variante f1 existiert, soda h g(y;);fr(y;)i 2 C furi = 1;:::;n
und
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Seidann f eine tey;:::;zhi{Variante von 1 mit f1(yi) = fr(z) fur i =

Daaber s(yi) = s(zi) und fr(yi) = f+(z) gilt, folgt h s(z); T+(zi)i 2 C fer
i = 1;:::;n. Diesheit aber| danac wievor S ¥ Tgilt | da

hS; si (21,0015 2n)
gilt, womit der Induktionsb eweis abgesblossenist. 2

Lemma 7.4 (Gebundene Umbenennung) Sei eine modale Formel und
sei x eine in  frei auftretende Variable. Ferner sei y eine Variable, welche
nicht in Var( ) liegt. Bezeichnetdann ¥ diejenige Formel, die aus dadurch
hervorgeht, da samtliche freien Vorkommenvon x durch y ersetztwerden, so
gilt fur jedesmodale Modell M und jede Struktur hS; si in M

S, si 8x () IS si 8y

Beweis. Seiy 2 Var( ), d.h. y kommt weder frei nhoch gebundenin
vor. Es ist nun hS; gi 8x per de nitionem genau dann, wenn fer alle

a2 Ds Usdie Bezietung hS; &Zi besteh.

Da nun vy frei fur x in  (x) ist und

s(X) = a= gy(y)

gilt, folgt unter Benutzung desKoinzidenzlemmas7.3,da die obige Bedingung
aquivalert ist zu hS; gfi ¥ fur alle a 2 Dg. Dies ist aber per de nitionem
equivalert zuhS; i 8y ¥. 2

Satz 7.4 (Korrektheit) Sei FK die freie Modallogik, 2 FK und M ein
beliebigesmodales Modell. Dann gilt: M , oder kurz FK . Ist insbesondee
F ein beliebigesmadales Frame, sogilt F  FK .

Beweis. Wi habennadczuweisen,da jedeim Kalkel FK beweisbareFor-
mel in jedembeliebigenmodalen Modell M gelltig ist, d.h. in jeder Welt dieses
Modells gilt. Hierzu ist ein beliebigesModell herauszugreifenund zunadst zu
zeigen,da alle Instanzender Axiomenstemata geltig sind. Sodann zeigt man,
da die RegelndesKalkuls, also Modus Ponens Necessitation und Universelle
Quanti kation die Allgemeingeltigk eit von Formeln konservieren.

Tautologien: Da alle Instanzenvon klassistien aussagenlogideen Tauto-
logien allgemeingultig sind, folgt unmittelbar aus der (klassisdien) De nition
der Modellbezietung fur die aussagenlogidten Junktoren und der Bivalenz der
Sematrtik.

Hintere Generalisier ung: Diesist gleichfalls sofort einsichtig. Man be-
achte jedoch, da die Formel 8x in einer Welt eines modalen Modells allein
aufgrund desUmstands wahr seinkann, da der Quanti k ationsbereid leer ist,
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wahrend gleichzeitig die Formel ;. gilt. Mit anderenWorten, die Umkehrung

desAxiomensdiemas,also8x ! , ist nicht allgemeingultig.
Universelle  Distribution: Sei S eine megliche Welt aus M und ¢ die
zugelwrige Belegung. Wir nehmen an, da hS; si 8x( ! )~ 8x  gilt

und wahlen eine beliebige existertielle x{V ariante f g von ¢ (Existiert keine
solthe, soist nichts mehr zu zeigen!). Dann gilt nach Annahme und De nition

S fsi (! )N unddamit auch bS;f si . Da die existertielle x{V ariante
beliebig gewahlt war, folgt schlielich hS; si  8x , was zu zeigenwar.

E! 1: Seix einebeliebigeVariable. Dann ist die Formel E!(x) von der Form
9y(y = x), wobei y versdieden von x ist. Seif g eine beliebige existertielle
x{Variante (Ist Dg = ;, so ist wieder nichts zu zeigen!). Wahle ferner eine
existertielle y{V ariante cs von f s mit f s(x) = cs(y). Dann gilt per de nitionem

S, csi (y = x). Hieraus ergibt sich durch Anwendung der De nition der
Modellbezietung fur 9 bzw. 8, da hS; si  8x9y(y = x) gilt.

E! 2. Sei (x;z) eine modale Formel, y frei fur x in  (x;z) und y 2 z. Sei
ferner angenommen,da hS; si  8x (x;z) ™ El(y) gilt. Dann folgt zunachst,
da s(y) 2 Ds gilt und daher auch IS;f si (x; z) fur die x{Variante fg
mit fg(x) = s(y). Dann stimmen aber die Belegungenfs und s auf den
Variablentupeln (x; z) und (y; z) respektive mberein,y 2 z und vy ist frei fer x
in (x; z). Daher folgt mit dem Koinzidenzlemma7.3,da hS; gi (y; 2) qilt,
was zu zeigenwar.

Selbstidentit at  Die Modellbezietung hS; si (X = X) gilt o enbar per
de nitionem fur jede Struktur Sund jede Belegung s der Variablen in Us. Dies
folgt aus der Funktionalit at der Variablenbelegungen.

Leibniz' Gesetz ~ Wir beweisendies per Induktion eber den Formelaufbau.
Dabei lautet die Induktionsb ehauptung wie folgt: Ist  eine beliebige modale
Formel, soda €= (x =2 y)! ( ! (y==x)) eine zulassige Instanz des
Leibniz' Gesetzesdst, soist € allgemeingultig.

() Fur atomare Formeln ist die Behauptung trivial.

(i) Sei (x;y;2z)=: (x;y;z)und €(x;y;z) einezulassigelnstanz desLeibniz
Schemas. Dann ist o enbar auch €(x;y;z) eine zulassigelnstanz des Leibniz
Sdemas,also nach Induktionsvoraussetzung

exy;2)= (x=y)! ( (xy;2)!  (y==xy;2))
allgemeingultig. Dann ist aber auch
x=y)! ( (y=xy;2)!  (XY;2)

eine zulassigelnstanz, da z.B. x in  (y==x;y; z) nicht frei im Wirkungsbereich
eines modalen Operators ist, also allgemeingultig. Ware nun €(x;y;z) nicht
allgemeingiltig, so existierte ein modales Modell M und eine megliche Welt S
in M, soda

S si (x=Yr: (YD (x==yiyi2)
gilt. Diesist aber wegender Allgemeingelltigk eit von

x=y)! ( (y=xy;2)!  (XY;2)



7 EIN ALTERNATIVES MODELLK ONZEPT 52

unmeglich. Also ist €(x;y; z) gleichfalls allgemeingltig.

(i) Sei = ( "™ ) DiesenFall zeigt man analog.

(iv) Sei (x;y;z) = 9w (w;x;y;z) und €(x;y;z) eine zulassigelnstanz des
Leibniz Sthemas.Dann ist auch

(x2y)! (wxy2)!  Wy==xy;2)) (?)

eine zulassigelnstanz, also nadh Induktionsvoraussetzungallgemeingultig. Sei
angenommenda hS, si (X = y)”™ 9w (w;X;Yy;z) in einemmodalen Modell
M gilt, d.h. s(x) = s(y) und KS;fgi (w;x;y;z) fur eine w{Variante f g
von . Da die Variable w von x und y versdiedenist, gilt auc f g(x) = fg(y)
und wegen(?) somit auch hS;f si (w;y==x;y; z). Esfolgt

hS, si 9w (w;y==Xx;y;2);

was den Fall (iv) absdliet.

(v) Sei (x;2) = (x;2) und €(x;z) eine zulassigeInstanz des Leibniz
Sdemas.Dann kommt y nach De nition der zulassigeninstanzen nicht unter
den freien Variablen z vor und die Variable x ist im Wirkungsbereith eines
modalen Operators. Die Instanz €(x; z) ist daher von der Form (x = vy) !

( (x2)! (y;z)) wobeiin (y;z)) alle Vorkommenvon x durch y ersetzt
sind. Sei nun M ein beliebigesmodales Modell, S eine megliche Welt in M
und geltehS; si  (x = y)*  (x;z). Dann gilt also g(x) = s(y) und es
existiert in M eine megliche Welt T und eine (x; z{V ariante f+ von 1, soda

S Y Tundh s(X); fr(x)i 2 C sowie h g(z);f1(z)i 2 C fur alle z; 2 z gilt
und hT; fti (x; 2).

Seinun cr eine (y; z){Variante von 1 mit cr(y) = fr(X) und cr(z) =
f1(z). Meglicherweiseist ft(x) 6 f1(z) fur alle i. Daher ist die obige De -
nition von ct nur zulassig,da y von allen z; nach Voraussetzungversdieden
ist. Die Belegungenct und f stimmen also auf den freien Variablen von
eiberein und vy ist frei fur x in  (X; z) (und naterlich sind die z; frei fur z).
Nach dem Koinzidenzlemma folgt hT; cti (y;z) und da g(x) = s(y) und
ct eine(y; z){V ariante von 1 mit h g(u);cr(u) 2 C fur alleu 2 y[ z ist, folgt
hS;, si (y; 2z), was zu zeigenwar.

Bo x{Distribution Seien (x) und (y) modale Formeln mit den freien
Variablen x und y respektive und seiangenommen,da

s i () )™ (x)

gilt. Seiferner oBdA angenommen,da eine megliche Welt T in M und eine
CE{Relation C existieren,soda S o gilt. Seidann f1 eine beliebige y{
Variante von 1, soda h g(yi);fr(yi)i 2 C fur alley; 2 y gilt. Da nun C eine
CE({Relation ist, existieren zu Variablen x; 2 x ny Elemerte a; 2 U, soda

h s(xj);aji 2 C gilt. De niere nun einex [ y{Variante ct von 1 durch:

_ a : fallsx=x;j2xny
cr(x) = fr(x) sonst
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Dann gilt aber nach VoraussetzunghT;cti ( (X) ! (y)) ~ (x), alsoauch
hT; cri (y). Nun stimmen die Belegungenct und f 1t auf den Variablen in y
eiberein, weshalb nach Anwendung desKoinzidenzlemmashr; f 1i (y) folgt.
Dies zeigt, da in der beliebig vorgegelenen Struktur S einesmodalen Modells
MS (! !t (! (y)) gilt.

Es verbleibt zu zeigen,da die RegelndesKalk els die Allgemeingeltigk eit
der Axiome an alle beweisbarenAusdreicke vererben.
Modus Ponens Seien ! und allgemeingultig und seiSeineWelt eines
beliebigenmodalenModells. Dann gilt nach Voraussetzungs, si ( ! )*
und nach De nition der Modellbeziehung daher auch hS; i . Also ist auch

allgemeingltig.

Universelle  Quantifika tion Sei allgemeingultig, x eine beliebige Va-
riable und seif g eine beliebigex{V ariante einer Belegung s in die Struktur S
einesmodalen Modells M. Dann gilt nach Voraussetzungts,; f si ( allge-
meingelltig) und da die x{V ariante beliebig war somit hS; si 8x .
Necessit ation Hier verfahrt man ahnlich. Sei (x) allgemeingultig und sei
IS, si eine megliche Welt eines modalen Modells M. Sei angenommen,da
ST Tundda h s(Xi);fr(x;)i 2 C fur alle x; in x gilt. Da allgemeingultig
ist, gilt dann aber hT; f i (X) und damit auch 1S; i (x). 2

Satz 7.5 (Deduktionstheorem  fur ) Seien eine Formelmengeund so-
wie beliebigeFormeln. Dann gilt ; genaudann, wenn !

B eweis. Diesergibt sich direkt ausder De nition von . 2
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7.4 Kanonisc he Mo delle

SeilL im folgendeneine beliebigemodale Pradikatenlogik im Sinne von De ni-
tion 7.14. Wir werden| ganz ahnlich wie im Fall der modalen Aussagenlogik
| zu jeder modalen Pradikatenlogik ein kanonisthhes Modell M | konstruieren,
von dem wir zunadhst nachweisen,da es ein modales Modell im Sinne der
De nition 7.18ist. Sdlie lic h werdenwir zeigen,da die Theorie Th(M L) des
kanonisdhen Modells M| gerade die Logik L ist. Ich habe sdhon zu Beginn
des Kapitels 5.2 darauf hingewiesen,da der Versud, auf “kanonishe Weise'
die Methoden der Vollstandigkeitsbeweise der modalen Aussagenlogikund der
klassistien Pradikatenlogik zusammenzuéihren, auf Schwierigkeiten ste t.

JamesGarson hat diestre end zusammengefa t, weshalbich eine langerePas-
sagezitieren medte:

Notice that the method we described for constructing a free sat-
urated setrequiresthat we have anin nite setofterms of L that are
foreignto H. Sincewe may have in nitely many sertences:8 xA (x)
to add, we needin nitely many ‘instances': (E!(t) ! P(t)) where
t is new to the construction. [...]

Now let us imagine that we hope to prove completenessof a
modal logic Q, which addsprinciples of freelogic to the propositional
modal logic S. We begin with a Q{consistent set H that we hope
to show is Q{satis able by extending H to a free saturated set M
written in languageL. We then hope to construct the canonical
model, which will make all sertencesof H true at M. Di culties
arise when we try to prove (TL) [Fundamertallemma 7.19]. There
isaconict betweenwhat we needto ensure(8) and what we need
to insure ( ). Condition (8) demandsthat the set W of possible
worlds be the set of saturated sets in languagelL, for the terms
of L (actually their equivalence classes)determine the domain of
the quanti cation of our model. On the other hand, the proof of
condition () requiresthe following. From a given possibleworld w
that contains : B, we must be able to construct a saturated set w°
in languagelL that is an extensionofw = fA : A2 wg[ f: Bg.
The problem is that in order to extend w to a saturated setin L,
we must nd anin nite setof terms of L that do not appearin w .
Howewer, the world w corntains (P(t) ! P(t)) for eah term t of
L, with the result that all formulas P(t) ! P(t) appearin w . So
there are no terms of L foreignto w . If we attempt to remedy the
problem at this point by constructing world w®in a larger language
L% then we nd ourselesin a vicious circle. Now we must prove
property (8) for LCinstead of L. This forcesusto de ne W asthe
set of all saturated setsin languagelL® sothat when we want to
extendw to a saturated set, we must nd in nitely many terms of
L%foreignto w . However, w is now a saturated setin languagel ©,
and cortains (P(t) ! P(t)) for all termst of L® Again, we have no
guarantee that there are any terms of L that do not appearin w .
[Garson 1991]], S. 129{130
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DiesesProblem wird nun in der unten angegelenen Konstruktion eineskano-
nischen Modells zu einer beliebig vorgegelenen Logik umgangen. Hierbei ma-
chen wir geradevon spezi schen Eigenstaften verallgemeinerter Semarik en
Gebraud, wie die folgendenAusfuhrungen zeigenwerden.

Der Begri einesTyps insbesondereeinesvollstandigen Typs, wird sich bei der
Konstruktion eineskanonisdhen Modells als grundlegenderweisen.Zunadst sei
aber der Begri der L{Konsistenz eingetihrt:

De nition  7.21 (L{Konsistenz) Eine Menge von modalenFormeln heit
L {konsistert genaudann, wenn fur jede endiche Teilmenge o von gilt:
N

2 ( )2L:
2 9
Die L {Konsistenz kann auch alternativ mit Hilfe der lokalen Konsequenzelation
de niert werden, wie uns das folgende Lemma mitteilt:

Lemma 7.5 Sei eine Menge modaler Formeln und * | die lokale Konse-
guenzelation von L. Dann ist L {konsistent genau dann, wenn fur keine
endiche Teilmenge o von gilt: o . ?.

Beweis. Seizunachst angenommenda die Formelmenge im Sinnevon
De nition 7.21L{konsistert ist. Seifernerangenommenda eineendliche Teil-
menge o von existiert, soda o | ?. Dann folgt aber, unter Benutzung
des Deduktionstheorem, da

L 1?
2 0
gilt, und daher A
( ) ?2 L
2 o
ist. Esist aber ? 2 L und folglich
N
F( )2 L;
2 0

im Widerspruch zur Annahme der Konsistenzvon . Umgekehrt schliet man
analog. 2

De nition  7.22 (T ypen) Ein Typ ist eine L {konsistente Formelmenge.Ein
Typ heit n{Typ, falls die freien Variablen in unter gegelenen n freien
Variablen vorkommen.Ein Typ heit ! {Typ, falls fur jede Variable x 2 Var
eine Formel in  existiert, in der x frei vorkommt. Ein Typ heit vollstandig,
falls fur jede Formel entweder oder: in liegt.

Bemerkung 7.2 O ensichtlich ist jeder vollstandige Typ ein ! {Typ. Es sei
noch darauf aufmerksam gemacht, da das Reden wber \T yperi’ und \Konsi-
stenz" naturlich nur relativ zu einer beliebigen, aler xierten Logik L Sinn
ergibt. Aus Grunden der Schlichtheit verzichten wir i. allg. darauf, diese Logik
zu erwahnen, da implizit klar ist, da eine solchezu xier en ist.
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Lemma 7.6 (Eigensc haften von vollst andigen Typen) Fur jeden voll-
standigen Typ und beliebigeFormeln und geltendie folgendenAussagen:

i) L
@ (™~ )2 genaudann,wenn 2 und 2

(iii) ist algeschlosserunter modus ponens,d.h. sind und ( ! )in
so auch

(iv) 2 genaudann, wenn: 2
(v) ( _ )2 genaudann,wenn 2 oder 2 (oder beide).

(vi) ist algeschlosserunter Bikonditionalen, d.h.ist ( $ )2 , soist
2 genaudann, wenn 2

Beweis. Standard. 2

Belegungen g kennenfreien Variablen Werte zuweisen,weldche nicht im Quan-
ti k ationsbereidh D g einesModells M liegen, sondernin Us nDs. Wir kennen
jedoch durch eine einfache Formel ausdrecken, da eine Variable einenWert in
Ds annimmt.

De nition  7.23 (Existenz{F ormel und Existenz{Eigensc haft in Typen)
Seix; eine Variable mit i 6 0. Dann stehedie Abkurzung E!(x;) fur die Formel
9%p(Xp = Xj). Weiter stehe E!(xg) fur die Formel 9x1(X1 = Xp). Sind  ein
Typ und Xx; eine Variable, so sagenwir da X; in  die Existenz{Eigenscaft
hat genaudann, wenn E!(x;) 2  qilt.

Bemerkung 7.3 Durch dieseFestlggungensind die AbkurzungenE!(x;);i 0O,
eindeutig bestimmt.

Lemma 7.7 SeihS, si eine beliebige Struktur. Dann gilt:
hS, si  Elxi) () s(xi)2Ds:

Beweis. Seiy2 Vardie nach Bemerkung 7.3 eindeutig bestimmte und von
Xi verstiedene Variable, so da die Formel E!(x;) abkerzend fer die Formel
9y(y = x;) steht. Dann gilt nach De nition

S, si 9y(y = xi)
genaudann, wenn eine existertielle y{V ariante f g von g existiert, soda
WS fsi (y = xi):

gilt. Diesist aber aquivalert zu der Annahme, da eina 2 D g existiert, soda
s(xi) = J(y) = a2 Ds gilt. Day versdiedenvon x; ist, ist dies aquivalent
zu der Annahme, da  g(Xj) 2 Dgist. 2
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De nition  7.24 (Henkin{T ypen und Freie Henkin{T ypen) Ein voll-
standiger Typ heit Henkin{T yp, falls er die Henkin{Eigenschaft (H)
hat:

(H) Fur jede 9{Formel 9x (x) in existiert eine Variable x;, so da die
Formel (x;) in liegt, wolei x; frei fur x in  (x) ist.

Wir bezeichnendie Mengealler Henkin{T ypen mit Hen_. Schlie lich heit ein
vollstandiger Typ ein Freier Henkin Typ, falls er die freie Henkin Eigenshaft
(18) erfullt:

(1¥) Fur jede 9{Formel 9x (x) in  existiert eine Variable xj, soda sowohl
(xj) 2 alsauchE!(x;) 2 undX; frei fur x in (x) ist.

Die Menge aller freien Henkin{T ypen bzgl. der Logik L bezeichnenwir mit
FHen, .

Wir fehren noch einige nutzliche Terminologie ein. Ist f : Var ! Var eine
injektiv e und totale Variablensubstitution, so nennenwir f treu. O enbar ist
die Verkettung zweier treuer Substitutionen wieder treu. Wir bezeitinen dann
die Menge aller treuen Substitutionen mit Treu. Ist weiter  eine Menge von
modalen Formeln, so bezeitinen wir mit  © die Menge von modalen Formeln,
dieaus dadurch hervorgeht, da sanmtliche, auch gebundene Variablen durch
ihre Bilder unter f ersetzt werden. Ist (x) in mit freier Variable x und
f (x) = y, soscreibenwir fur die resultierende Formel f(y). DieseKonstruk-
tion gewahrleistet, da sich fur treue Substitutionen f die Formeln und f
logisch equivalert verhalten:>®

eine meglicheWelt einesmadalen Modells M und bezeichnet s f die Belegung
s f(xi)= s(f(xi), sogilt:

@S s fi (yuunyn) () WS si T(ziza),

bzw.falls f ! die auf range(f) fzi;:::;z,g de nierte partielle Umkehrfunk-
tion von f bezeichne:

B S si iy () S s f 0 T(zgiz):

B eweis. Diesist einedirekte Folgerung aus dem Koinzidenzlemma 7.3
zusammenmit dem Lemma 7.4 uber gebundeneUmbenenrungen. Denn da f

eine treue Substitution ist, sind o enbar die Variablen z; frei in T, solange
die Variablen y; frei in  sind, und die Belegungen g f und g stimmen auf
den Variablen y; und z respektive eberein. Analogesgilt im Fall (b). Ferner

% |nsbesonderegilt oenbar ( T~ )= ( ~ Y und:( ")=: ()" usw. wobei =" hier
naterlich die Gleichheit von Zeichenketten bezeidne.
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unterscheiden sich die Formeln und  lediglich | nebenihren freien Varia-
blen | in der Wahl der gebundenenVariablen. Eine direkte Aquivalenzlette
ergibt sich, wenn man eine gebundeneUmbenenrung in den Formeln und f
durchfehrt, wobei man Variablen v, wahle, welche wederin  noch in  f vor-
kommen. Denn sei €(y) eine soldhe gebundeneUmbenenmung. Dann gilt nach
Lemma7.4hS, g fi (y1;:::;Yn) genaudann,wennhS; s fi  ©(yi;:::;yn)

mit Lemma 7.3 hS; si €(z1;:::;2n). Da f treu ist, kennen wir eine erneu-
te gebundeneUmbenenrung durchfehren und erhalten hS; i M(z1;::0z0).
Die letzten Schlesselassensich o enbar umkehren, womit alles gezeigtist. 2

Die nachsten Lemmata fasseneinige Ersetzungs-und Substitutionseigenstarf-

ten von Logiken bzw. vollstandigen Typen zusammen. Dies ist insbesondere
von Belang, da wir im Vollstandigkeitsheweis von syntaktischen Eigenshaften

der beliebig xierten modalen Pradikatenlogik L ausgiebig Gebraudh machen
messen.Zunadist halten wir die fundamenale Eigensthaft beliebiger Logiken

fest, da Formeln zu ihren gebundenenUmbenenrungen beweislar aquivalen

sind.

Lemma 7.9 (Gebundene Umbenennung) Sei (X;z) eine beliebigemaodale
Formel mit denfreien Variablen x und z und seiy frei fur x in  (x; z) und nicht
unter den Variablen z. Dann ist im Kalkul FK beweislar:

TFk X (X2) 8 9y (v:2):

Beweis. Wi beshiranken uns darauf, die Implikation von rechts nach
links zu zeigen.

"k EXY)N (y;2)! 9 (%;2) Mit Tautologie ausE! 2 (1)
9x (x52) "k ENY) _: (v;2) Mit Tautologie aus(1) (2)
9x (X,2) rk ENY)! : (v;2) Mit Tautologie aus(2) (3)
9 x (X;2) rk 8YENy)! 8y: (y;z) day nicht freiin :9 x (x;z)ist (4)
9 x (X;2) " Fk 8y: (v;2) aus(4) mit E!'1 (5)
99X (X2) " Ek 9V (V;2) aus (5) mit Quantorenregel (6)
TEK 99X (x;2)! 9y (v;2) mit Deduktionstheoremaus (6) (7)
Umgekehrt schliet man analog. 2

Lemma 7.10 (&) Sei eine beliebigemodale Aussage(alsoFV( ) = ;) und

f eine treue Substitution. Dann ist die Formel ( $ ) 2 L und insbesondee
2 L genaudann, wenn f 2 L.

(b)  Andererseits gilt auch fur beliebige modale Formeln (x) mit ; 6

FV() x,da (x)2L genaudann gilt, wenn f(f(x)) 2 L gilt. Im allge-

meinen ist jedoch, falls FV( )6 ; gilt, $ f2L.

Beweis. Teil (a) folgt im wesetlichenausdemLemma7.9 uber gebundene
Umbenenrungen. Zu Teil (b) sei angenommen,da (x) eine modale Formel
mit denfreien Variablen x seiund f einetreue Substitution. Seiweiter zunadst
angenommen,da (x) 2 FK sei. Dann existiert ein Beweisvon (x) in FK ,
das heit eine endliche Folge 1;:::; m von Formeln, soda ., = (X) ist
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und fer jedesi < m, ; entwederein Axiom desKalkels FK ist oder Formeln
j bzw. j; « (j; k < i) existieren,soda ; aus einer Anwendung einer der

Ist ; ein Axiom, soist o enbar auch ,f eine gelltige Instanz eines Axio-

mensdiemas.Betrachten wir exemplarist das Leibniz Schema: Sei

= xEY! (2! (y==x2))

eine zulassigelnstanz, d.h. y ist frei fur x in  (x; z) und nicht im Wirkungsbe-
reich einesmodalen Operators. Dann ist in der Formel

F=@=f)! (TEET@) ! (== x);:f (2)

wie man sich leicht uberlegt die Variable f (y) frei fur f (x) in T (f (x);f (2)) und
f (y) nicht im Wirkungsbereich einesmodalen Operators. D.h. ,f ist Instanz
des Leibniz Schemas. Anwendungen der Regeln Modus Ponens und Necessi-
tation sind o enbar unproblematisch. Haben wir die Formel ; aus ; durch
Anwendungder Regelder universellenQuanti k ation erhalten, d.h. ; = 8x j,
so wenden wir auf Jf dieselle Regel mit der Variablen f (x) an und erhalten
if = 8f (x) If Dies zeigt, da dann auch f(f (x)) 2 L ist. Umgekehrt argu-
mertiert man analog.
Ist schlielich (x) 2 L nFK, so ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus
der Tatsache, da L unter erststu gen Substitutionen abgesblossenist. Hierzu
fuhre man zunachst eine gebundeneUmbenenrung von (x) zu €(x) durch,
soda die Variablen f (x;) frei fur x; in €(x) sind. Da nun nach Lemma 7.9
€(x) 2 L ist, folgt durch erststu ge Substitution €(f (x)) 2 L. Da nun f eine
treue Substitution ist, kennenwir erneut gebundenumbenennenund erhalten

FE(x) 2L. 2

Lemma 7.11 (Substitutionseigensc haften von Typen)

(@ Ist 2L, soist fur jedetreue Substitution f und jeden vollstandigen Typ
die Formel f in

(b) Ist insbesondee eine modale Formel mit freien Variablenund f 2 Treu

mit f jey(y id, sogilt f'2  genaudann,wenn 2 . Mit andern Worten,

ein vollstandiger Typ ist algeschlossemgageruber beliebigen (injektiven) Umbe-

nennungengebundenerVariablen.

(c) Istzudem(x; = vyj)2 furi=1;::;;nundFV( )= fxq;:::;XnQ, SO

gilt fur jedesf 2 Treu mit f (X;) = V;:

(xunixa)2 () T(yaiiniyn) 2
Insbesondee gilt dann $ f 2

Beweis. Teil(a) folgt sofort ausLemma7.10und (b) ausdemLemma7.9.
Zum Beweis von (c) seiangenommen,da (X; = vyij) 2 furi = 1;:::;n qilt,
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ist mit f (xj) = yi. Seizunadst €(x) eine gebundeneUmbenenrung von (x),
soda vy; frei fur x; in €(x) ist. Nach Teil (b) ist dann (x) 2  genaudann,
wenn €(x) 2 . Nun folgt ausdem Leibniz Schema, da die Formel

m

xi=y)! () &y) ()
i=1
V .
zur Logik L gehert. Da aber nach Lemma 7.6 die Formel [, (xj = y;) zu
gehert, folgt mit ( ), da (x) 2 genaudann, wenn €(y) 2 . Nun ist aber

die Formel f(y) wieder eine zulassigegebundeneUmbenenrung der Formel
€(y) 2 , womit sich die Behauptung ergibt. 2

Bemerkung 7.4 O ensichtlich ist jeder freie Henkin{Typ zugleich ein
Henkin{T yp. Daher beweisenwir im folgendenLemma insbesondee auch die
Existenz von Henkin{T ypen.

Lemma 7.12 (Existenz freier Henkin{T ypen) Fur jeden Typ  und be-

schiadenen Variablen existiert eine treue Substitution f : Var | Var, mit
f(yi)=z furi = 1;:::;m und ein freier Henkin{Typ , soda

Fe=f T(v)j (W2 wundf(uy=vg ;

B eweis. DerBeweisverlauft in folgenden Sdritten. Zunadhst legen wir
eine Aufzahlung der wohlgebildeten Formeln und eine treue Substitution f mit
den geweinschten Eigensdaften fest. Sodann de nieren wir induétiv eine Folge

h 1;hi:i21ii vonkonsisterten Formelmengen,soda = .5, i die
geforderten Eigensdaften hat.

Seialso :! ! ML eine Aufzahlung aller (wohlgeformen) modalen For-
meln in der Sprache ML. Sei weiter hx; : i 2 !i die Standardaufzahlung
der abzahlbar vielen Variablen in ML . Da die vorgegelenen Variablenlisten
endlich sind, existieren k;I 2 !, soda fyi;:::;¥m0 fxq1;:::;Xkg und
fzi;::07zmg  fXq;:::0;%9. Seidann f wie folgt de niert:

f(x) = zi @ fallsx =y (fari2fl;:::;mQ)

Xi+2i+1 . fallsx=xjundx 6 y; furi=1;:::;m

Da die Variablen y; alle versdieden sind, ist diese Funktion o enbar injektiv
und insbesondereaufgrund ihrer De nition auch total, d.h. eine treue Varia-
blensubstitution. Fer spatere Referenzhalten wir hier fest, da

range(f) fzy;:::;z00[ fXi+2i42ji2'Q

ist, also insbesondereunendlich viele Variablen, namlich solche der Form
Xj+2 (i+1) furi 2! beliebig, nicht im Bild von f auftauchen.
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Wir kommen nun zur induktiv en De nition der Formelmengen ,. Wir setzen

zunadhst;

— f.
1= :

Sei dann angenommen,da , 1 bereits de niert ist und da (n) die n{te
Formel in der Aufzahlung der wohlgebildeten Formeln in ML ist. Dann wird

die Menge , durch einevollstandige Fallunterscheidung in drei Falle wie folgt
de niert:

@) Ist n 1[ f (n)g L{konsistert und (n) keine 9{Formel, so de nieren
Wir:

n:= nalf (Na

(i) Angenommen ,, 1[ f (n)gist L{konsistert und (n) ist eine 9{Formel

n= T XX T ENG) (Mgl a1

wobei X; 2 Var die erste Variable in der Standardaufzahlung sei, welche
nicht unter den (freien oder gebundenen)Variablenvon , ;[ (n) auf-
taucht. Alternativ kennte man hier auch konkret die Variable X,z n+1)
wahlen.

(iii) Ist schlielich  1[ f (n)g L{ink onsistert, sode nieren wir

n:= nal B (Ng

(Dann ist insbesondere: (n) keine 9{F ormel, wenngleih sie L { aquiva-
lent zu einer solthen sein kann.)

Damit ist oenbar , fur jedesn 2! [ f 1ginduktiv de niert und wir setzen
weiter: [

i2f 1g[!
Wir behauptennun zunacdhst:

(a) Die Formelmengen , sind konsistert fer jedesn.

Dies beweisenwir induktiv. Seizunachst 1 betrachtet. Nach Voraussetzung
ist , daessich um einen Typ handelt, per de nitionem L{konsistert. Weiter
habenwir schon festgestellt,da f einetreue Substitution ist. Demnad ist, mit
Lemma 7.10, die Menge  ebenfalls L {konsistert und somit die Behauptung
fur n = 1 gezeigt. Sei namlich angenommen ' ware L {ink onsistert. Dann

existierten endlich viele Formeln [, i = L::::maus f,soda
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und daher mit Lemma 7.10 auch

Diesheit aber,da Formeln ,i = 1;:::;m aus existieren, soda
N

iL?

Dann ware  aber L{ink onsistert im Widerspruch zur Voraussetzung.
Seinun vorausgesetztda . 1 L{konsistert ist. Wir habenin den drei megli-
chen Fallen (i), (i) und (iii) der De nition von , die L{Konsistenz nachzu-
weisen.

ad (i) DieserFall ist trivial.

ad(i)  Wir nehmenan, | ware L{ink onsistert. Dies hei t:

n 1fOX (Xy),ENXi); (Xi;y)g L?:

Dann folgt aber nach zweimaliger Anwendung des Deduktionstheorems (unter
Benutzungvon (( !'? )$ : )2L):

n 19X (Xiy) L ENxi)! o (Xiy):

Nach dem Endlichkeitssatz 7.2 existiert dann eine endliche Teilmenge 2 ; von
n 1, Soda

L 0 rox (xy) ! O(ENx) ! (xiy)):

Nun kann man allquanti zieren und erhalt nach Anwendung der universellen
Distribution:

N

L 8X; 0 ~nox (xy) ! 8Xi(ENxi)! : (Xi:y)):

Vv
Stehenun fur die Formel 9 7 9x (x;y) . Nach Voraussetzungkommt

die Variable x;j in  nicht frei vor. Daher ist nach dem Axiom der hinteren
Generalisierungdie Formel ! 8x; in L. Fernerist die Formel

8x; ! 8Xi(E!(Xi) [ (ley))

nach Annahme und dem bisher bewiesenenin L. Weiter ist bekanntlich die
Formel
(! 8 ~8xi ! )l (! )

eine Instanz einer Tautologie. Also kennen wir, indem wir modus ponensan-
wenden,dase\r/steAuftreten desQuantors 8x; ::: eliminieren und sdlie en, da
die Formel O 2ox (xiy) ! 8X(E!xi)! : (Xi;y)) in L beweisbar
ist. Dann gilt aber auch:

n 1, (XY) L 8X(ENXi) Y (X y):
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Eine erneute Anwendung der universellenDistribution liefert:
n 1,9 (Xy) L 8GENX) ! 8% (Xiry):
Die Formel 8x;E!(x;) ist aber ein Axiom von L, weshalbmit modus ponens
n ;9% (X Y)) L 8Xit (Xi;y)
folgt. Eine einfache Quantorenregel ergibt:
n 19X (X)) L9 X (Xiy):

Nach Lemma 7.11ist L jedoch unter gebundenenUmbenenrungen abgesblos-
sen.Demnad gilt auch:

n 19X (XY) L9x (xy);

soda alsodie Menge
n1[ 9x (xX)g

L {ink onsistert ist, im Widerspruch zur Annahme. Also ist |, in Fall (i) L{
konsistert, was zu zeigenwar.

ad(iii) Seidie Menge . 1[ f (n)g L{inkonsistent. Sei dann weiter ange-
nommen,da audh , L{inkonsistert ware. Aus der ersten Annahme folgt

n 1 ’ L - (n)
und aus der zweiten analog
n 1 ’ L (I’])
soda 1 L{inkonsistert ware,im Widerspruch zur Voraussetzung.Also ist

auch in Fall (i) n L{konsister.

Wir haben alsogezeigt,da die Formelmengen | fur alle n L{konsistert sind.
Kommen wir nun zum Beweis,da die Formelmenge die geweinschten Eigen-
schaften hat.

(b) Die Formelmenge ist maximal konsistert, d.h. ein vollstandiger Typ.

Angenommen warenicht L{konsistert. Dann existierten endlich viele Formeln
i2 (i=1:::;m), soda:
N
:( 2L ()

i m

gilt. Nach Konstruktion existierenaber in diesemFall zunachst gewissek(i), so
da {2 g ist. Nun ist aber die Folgeder , oenbar | nach Konstruktion
| linear geordnet,d.h. fur k(i);k(j) <! qilt:

ki) k() Oder ki) k():
Dann folgt aber,da unter denIndizesk(1);:::;k(m) einIndex k(ig) vorkommt,
soda: [

k(io) = k(i) -
i m
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Dies bedeutet aber, da alle Formeln ,i= 1;:::;m, in K(io) liegen, weshalb
dann wegen( ) auch () L{inkonsistert ware, im Widerspruch zu (a). Es
folgt, da die Formelmenge zumindest L {konsistert ist. Zu zeigenbleibt die
Maximalit at. Diese ergibt sich aber unmittelbar aus der Konstruktion. Denn
geben wir uns konkret eine beliebige Formel 2 ML vor, so existiert, da die

Aufzahlung :! | ML alle wohlgeformten Ausdrecke durchlauft, eine Zahl
n,soda (n)= . Dannwird aberim n{ten Konstruktionsschritt die Formel-
menge , sode niert, da entwederdie Formel oder die Formel: zu |
und damit zu | gebert. Also ist ein vollstandiger Typ.

Es bleibt zu zeigen,da  die freie Henkin{Eigenschaft hat und die genanre
Zusatzbedingung erfulllt.

(c) st freier Henkin{T yp und erfullt insbesondere f

Der zweite Teil der Behauptungist trivial. Da 1 := f ist, folgt unmittelbar,
da f
Zum Nachweis der freien Henkin{Eigensdhaft seiangenommen,da 9x (x) in
liegt. Dann existiert eine Zahl n, soda (n) = 9x (x) gilt. Demnad wird
im n{ten Konstruktionsschritt entschieden, ob dieseFormel zu geheren soll
oder nicht. Aber da nach Annahme 9x (x) 2  gelten soll, tritt hier o enbar
Fall (i) ein; denn , 1 [ f (n)g ist L{konsisten, da L{konsistert ist |
und (n) ist eine 9{Formel. Dann wird aber im n{ten Sdritt eine Variable
Xj ausgevehlt, die frei fur x in (x) ist und es werden die Formeln E!(x;)
und (X;) der Formelmenge , (alsoaudh ) hinzugefugt. Also hat die freie
Henkin{Eigensdaft, was den Beweis desLemmas absdlie t. 2

Wirft man einen sdcharfen Blick auf den vorangehendenBeweis, so stellt
man fest, da das fur die Meglichkeit der Konstruktion einesfreien Henkin{
Typs entscheidende Merkmal der angegelenentreuen Variablensubstitution
f diejenige Eigensdaft war, da unendlich viele Variablen nicht im Bild von f
auftauchten. Dies gewahrleistete, da fur jede existertielle Formelin | und
dies kennen unendlich viele sein| eine Variable in Var nranggf) gefunden
werden konnte, weldhe dann als Zeuge dieser existertiellen Formel diente. Wir
kennen daher das vorangehendeLemma noch einmal verallgemeinern.

Hierzu fehren wir zunachst noch ein Happchen Terminologie ein. Wir nen-
nen eine Variablensubstitution f gro zugig genaudann, wenn f treu ist und
ranggf ) ko{funendlich ist, d.h. wenn Var nranggf ) unendlich ist. Ist uns dann
ein Typ  gegelen, soist die Konstruktion aus dem Beweis desLemmas 7.8
fur jede beliebige gro z mgige Variablensubstitution f durchfehrbar. Ist dareber
hinaus die VariablenmengeVar() ko{unendlich, sokennenwir f auf denin
auftauchenden Variablen o enbar sogar als Identit at wahlen. Wir formulieren
also das folgendeKorollar:

Korollar 7.1 Fur jeden Typ  und jede gro z aigige Variablensubstitution f
existiert ein freier Henkin{Typ , soda ' gilt. Ist insbesondee Var()
ko{unendlich, so kann f auf Var() als Identitat gewahlt werden. 2

Dies wird sich insbesonderedann als netzlich erweisen,wenn man einen freien
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Henkin{T yp angeben medite, der eine vorgegelene konsisterte und unendli-
che Mengevon Formeln umfat.

Als nadchsten Scritt in Richtung der Konstruktion eineskanonisdien Mo-
dells messenwir angeben, wie wir aus dem syrntaktischen Material einesfreien
Henkin{T yps die Individuen | \existente" wie \m egliche" | einer Struktur
der freien Logik konstruierenwollen. Um die Unterscheidung zwiscen Individu-
en des Quanti k ationsbereichs und solden die im Universum, aber au erhalb
des Quanti k ationsbereichs liegen, einzufangen, de nieren wir zunadst zwei
Relationen und wie folgt:

De nition  7.25 (Klassen von Variablen) Sei ein vollstandiger Typ.
Wir de nieren zugelorige binare Relationen und auf der Menge der
Variablen wie folgt:

() xi x:() (xi=x)2 ,sowie
() X Xj () Xi Xj und EI(xi); E!(x;) 2
Die Klassenvon Variablen [xj] und [Xj] seiendann respektive de niert durch

xil =1fxjxi xjgund[xj] =fxijxi X0

Bemerkung 7.5 Ist  ein vollstandiger Typ, so folgt aus der Annahme, da
(Xi = xj) 2 und El(x;) 2  bereits, da auchE!(xj) 2 . Dies ergibt sich
aus (xj = xj) * EN(x;) ! E!X;) 2 L (Identit atsaxiom). Die obige Bedingung
() kann also dementspechend albgeschvacht werden.

Lemma 7.13 (Eigensc haften von und .) Essei ein vollstandiger
Typ. Es geltendie folgendenAussagen:

0] ist eine Aquivalenzerlation, d.h. re exiv, symmetrisch und transitiv.
Daher partitioniert die Menge der Variablen in nicht{leere Aquiva-
lenzklassen.

(i) ist symmetrischund transitiv, jedoch im allgemeinweder re exiv noch
anti{r e exiv.

(iii) Die Klassen|[xj] wund [X;] sind wohlde niert, d.h. unabhangig von der
Auswahl eines Reprasentanten.

(iv) X Xj =) Xi X;

(v) Falls E!Nx;) 2 , soist [xj]] = [xij] 6 ;. Insbesondee folgt, da eine
Variable x aus[xj] die Existenz{Eigenschaftin  hat genaudann, wenn
alle Variablen aus [x;] sie halen.

(vi) Ist EI(xj) 2 , soist [xj] = ;. Esuqgilt jedcch stets[x;] 6 ;.
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Beweis. ad() Angenommen X; Xj, d.h. (x; = xj) 2 . Da
nach Lemma 7.6 L istund (xj = x;) ! (xj = x;) 2 L, ist aufgrund der
Abgesdtlossenheitvon  unter modus ponensauch (x; = Xj) 2 . Dieszeigtdie
Symmetrie von . Vellig analog zeigt man die Re exivit &t und Transitivit &t

von mit Hilfe der allgemeingultigen Formeln (x = x) und (x; = Xj) " (X; =

Xk) ! (Xi = xi) (fur beliebige Variablen x; X;; X;j ; Xx) respektive.

ad (i) Symmetrie und Transitivit at von ergeken sich unmittelbar aus (i).

Die Relation ist aber im allgemeinenweder re exiv noch anti{re exiv, da

vollstandige Typen existieren,soda fer eineVariable x; die Formel E!(x;) 2
ist, jedoch fur eine andere Variable x; E!(xj) 2  gilt. Hierzu brauchen wir

nur den vollstandigen Typ  einesModells M = hS; i zu betrachten, soda

(xi) 2 Dgistund (x;) 2 UsnDs.

ad (i) Fur folgt dies aus (i). Andererseitsreichen Symmetrie und Tran-

sitivit at, wie man sich leicht eberzeugt, bereits aus, um zu zeigen,da aus

[xi] \ [x;] 6 ; die Gleichheit der Klassenfolgt.

ad (iv) Diesist o ensichtlich. Sieheauch Bemerkung 7.5.

ad (v) SeiE!(xj) 2 . Aus (iv) folgt zunadst [X;] [Xi] . Ist andererseits
Xj 2 [x;] ,sofolgt ausBemerkung7.5,da E!(x;) 2 , weshalbaud x; 2 [Xi]
gilt.

ad (vi) Diesfolgt direkt ausder De nition und aus (i). 2

Bemerkung 7.6 Die Relation nennenwir, da sie symmetrischund transi-
tiv, jedach nicht notwendigre exiv ist, eine para{ Aquivalenzrelation. Aufgrund
von Teil (v) desobigenLemmaskennen wir ohne Mehrdeutigkeit auch davon
sprechen, da eine Klasse [x] die Existenz{Eigenschaftin  hat.

Wir kommennun zur De nition deskanonis¢cien modalen Modells M | . Es wird
sich zeigen,da jederfreie Henkin{T yp  auf eindeutige Weiseeine freie Logik{
Struktur S und eine kanonische Belegung induziert, die zusammenein
freies Henkin Modell M = hS ; i konstituieren. Aus diesemsyntaktischen
Material wird sdlie lic h das kanonisthe modale Modell zusammengesetzt.

Zunachst haben wir fur einen gegelenen freien Henkin{T yp ein loka-
les Diskursuniversum, d.h. ein \Univ ersum" und einen Quanti k ationsbereid,
sawie eine Interpretation der Relationssynbole anzugeken.

De nition  7.26 (Kanonisc he Gegenstandsb ereiche) Sei ein freier
Henkin{T yp. Wir de nieren das Universum U als: U := f[xj] | X 2 Varg.
Der Quanti kationsbereich D seidann die Mengef[x;] 6 ; j x; 2 Varg oder,
aquivalent nach Leg1ma 7.13, f[xi] Jx;i 2 Varund E!(x;) 2 g. Das glotale
Diskursuniversum  ,,,., U seischlie lich wieder mit Du, bezeichnet.

Bemerkung 7.7 O enbarist alsoD U wundalle[xj] ausU sind nicht{
leer. Wir verzichtenin Zukunft auf die Erwahnungder Relationen und , da
ein Element[x;] ausD eindeutigdadurch ausgezeichnewird, da E!(x;) 2
ist.
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De nition 7.27 (Kanonisc he Interpretation)  Seien ein freier Henkin{

liebige Variablen. Wir de nieren dann eine n{stellige Relation R auf dem
n{stelligen kartesischenProdukt von U durch:

Hya] 5::5vn]l T2 R () R(Y1:::yn) 2

Lemma 7.14 Die De nition der Relation R ist reprasentantenunablngig.
Mit andern Worten, falls [x; ] = [x;, ] fur k = 1;:::;n gilt, so folgt
R(Xi;iihiXin) 2 () R(Xj5iiiXj,) 2

Beweis. SeiR einn{stelliges Relationssynbol und sei ein freier Henkin{
Typ. Seienferner [x;,] = [xj,] fur k = 1;:::;n, d.h. die x;, und x;, ver-
schiedeneReprasenanten derselben Klassenaus U . Wir habennun zu zeigen,
da die Relation R genaudann auf Hx;,] ;:::;[Xi,] | zutrit, wenn sie auf
Hxj.] ;oo [x,] 1 zutrit. Mit anderenWorten, wir haben die Aquivalenz

R(Xi;iihiXin) 2 () R(Xj5iiXj,) 2

zu zeigen.Zunadst ist aber nach Annahme (x;, = Xj,) 2 furk=1;:::;
a ein vollstandiger Typ ist, ist dann nach Lemma 7.6 auch die Formel
k=1 (Xi, = Xj,) in . Weiter ist die Formel

X = X0 1 (RO 5%i0) $ R(G3105%,))
k=1

in der Logik L enthalten und da  ein L{konsisterter vollstandiger Typ ist,
ist diese Formel auch in . Nun folgt aber, da nach Lemma 7.6 vollstandi-
ge Typen unter modus ponens abgesblossen sind, da das Bikonditional
R(Xi;i:5Xin) $ R(Xj,;::5:%j,) in ist. Die Abgestlossenheitvon  un-
ter Bikonditionalen (erneut eine Anwendung von Lemma 7.6) versichert uns
nun der eingefordertenRepraseriantenunabhangigkeit. 2

De nition  7.28 (Kanonisc he Interpretationsfunktion) Sei  ein freier
Henkin{T yp. Dann ist die Interpretationsfunktion |  fur ein beliebiges n{
stelliges Relationssymiol R aus ML de niert durch| (R) = R un.

De nition  7.29 (Kanonisc he Strukturen) Fur jedenfreien Henkin{T yp
de nieren wir die kanonische Struktur S als das Tripel U ;D ;I i. Die
Klasse aller kanonischenStrukturenfS | 2 FHenp g sei mit W bezeichnet.

Bemerkung 7.8 Aufgrund der Bemerkung 7.7 und der Lemmata 7.13 und
7.14 ist die so de nierte Struktur tatsachlich eine Struktur im Sinne der Se-
mantik der freien Logik.

De nition  7.30 (Kanonisc he Belegungen) Sei ein freier Henkin{T yp
und sei S die von erzeugtefreie Logik Struktur. Dann wird die kanonische
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Belggung :Var ! U de niert, indem jeder Variablen x; ihre Klasse[X;]
zugerdnet wird, das heit, indem wir (xj) := [xi] festsetzen.Die Klasse
aller kanonischenBelegungen,indiziert durch freie Henkin{T ypen, sei mit
bezeichnet,also [ :=f | 2 FHen_g.

Notation 7.1 Zur Vereinfachungder Notation werden wir folgendesfestlegen:
Ist z.B. e eine x{V ariante von derart, da e (X)= (y)=1[y] gdilt, so
schreiben wir fur e statt ( )[ﬁ] kurz [i'] , da hierdurch eindeutig festgelgt

ist, auf welcheBelegung und welchenTyp wir uns beziehen.

De nition  7.31 (Kanonisc he freie Mo delle) Fur jedenfreien Henkin{T yp

ergibt sich nun ein Modell M = hS ; i der freien Logik, indem wir die
bisherigen De nitionen zusammentagen. Die Klasse aller kanonischenfreien
Modelle sei mit K_ bezeichnet.

Um ein modalesModell anzugelen verbleibt die Aufgabe, eine geeigneteKlasse
von CE{Relationen auszuzeibnen. Dies erfolgt in zwei Schritten. Zunacdhst wird
eine allgemeineKlassevon Relationen| die pseudolanonisdhen Counterpart{
Relationen | angegelen, deren Elemerte die CE{Eigenschaft tragen. Diese
Klasse wird sdlie lic h auf geeignete Weise auf die Klasse der kanonisthen
Counterpart{Relationen eingesbarankt, welche Teil der kanonisdien modalen
Struktur seinwerden.

De nition  7.32 (Pseudok anonisc he Coun terpart{Relationen) Sei eine
beliebige treue Substitution f gegelen und seien  und  zwei freie Henkin
Typen. Dann bezeichnenwir mit C; die folgendeRelation auf dem kartesischen
Produkt von U und U , welchenaterlich auchvon und abhangt:

Cr = thix] ;[yl ijf(x)=ya

SolcheRelationen nennenwir auch pseudolkanonisde Counterpart{Relationen .
Weiter bezeichnenwir mit CP; die Menge aller solchen Relationen zwischen
U undU , also

c’. =fC U U jf2Treu

und schlie lich mit Cf die Menge aller pseudokanonischenCounterpart{
Relationen zu irgend zwei freien Henkin{T ypen  und

Wir kennen zu einer gegelenen treuen Substitution f die Relation C; auch
alternativ de nieren. Sei:

Hx] ;ly 1i 2 & () esgibteinu2[x Jundeinv2]y] ,soda f(u)=v:

Ist Hx] ;[y] i 2 Cs, soist wegenf(x) = y und x 2 [x] sowiey 2 [y]
o ensichtlich Hx] ;[y] i 2 € . Ist umgekehrt Hx] ;[y] i 2 €, so existieren
Variablenu 2 [x] undv 2 [y] ,soda f(u) = v, alsoHu] ;[v]i 2 Cs. In
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diesemFall gilt aber [u] = [x] und [v] = [y] , mithin Hx] ;[y]i 2 Cs.
Demnad stimmen die Relationen C; und & wberein.

DieseBemerkungist gleichzeitig ein Beweis der Repraserantenunabhangig-
keit der sode nierten Relation C; auf U U .

Lemma 7.15 Pseudokanonische Counterpart{R elationen haten die CE{
Eigenschaft.D.h. esqilt fur je zweifreie Henkin{T ypen  und :CP; Cs s,
wolei Cs .s wieder die Menge aller CE{Relationen zwischenS und S be-
zeichne.

B eweis. Diesfolgt unmittelbar aus der Bedingung, da treue Varia-
blensubstitutionen f total sind. Sind namlich  und  gegelen und ist [x]

irgendein Element aus U , soist f(x) = y fur eine gewisseVariable y und
daher Hx] ;[y] i 2 Cs. Also ist C; linkstotal. 2

Lemma 7.16 PseudokanonischeCounterpart{R elationen sind im allgemeinen
weder funktional, noch injektiv oder rechtstotal. Darwuber hinaus messen sie
nicht die Existenz{Eigenschafterhalten.

Beweis. Seien und freie Henkin{T ypen mit (x; = Xxj) 2 und
(xi = xj) 2 respektive. Solche freien Henkin{T ypen existieren nach Lemma
7.12. Seiweiter id : Var ! Var die identische Variablensubstitution. Dieseist
o enbar treu. Dann ist [x;j] = [x;] , jedoch [x;] 6 [x;] . Daruber hinaus gilt
aber Nx;] ;[xi] i 2 Cig sawie Nx;] ;[Xj] i 2 Cig. Also ist Cjg nicht funktional.

Seien nun umgekehrt und freie Henkin{T ypen, soda (x; = Xj) 2
und (xi = x;) 2 . Dann folgt analog [x;] 6 [x;] , [xi] = [X;] sowie
Hxi] ;[xi] i 2 Cyg und Hx;] ;[xi] i 2 Cig. Also ist die Relation Cjq nicht
injektiv.
Um zu zeigen, da pseudokanonishe Counterpart{Relationen i. allg. nicht
rechtstotal sind, haben wir zwei frei Henkin{T ypen und und eine treue
Substitution f anzugelen, soda ein [x] existiert, welchesmit keinem[y] in
der Relation C; steht.

Seidazu zunadst die Formelmenge wie folgt de niert:

= fXo 6 Xo+2 ji 2! 0

Diese Formelmengeist o enbar L{konsistert. Seidann ferner eine Variablen-
substitution g de niert durch:

Xi : fallsi=0oderi=2 + 2furj 2!

9= sy : fallsi= 2 + Lfurj 2!

Wie man leicht nachpreft ist g total und injektiv und somit treu. Weiter ist g
auf fxog[ fXa+2 ji 2! gdie ldentit at und keine Variable der Form X413 liegt
im Bild von g. Folglich ist g einegro z ugige Substitution, weshalbmit Korollar
7.1 die Existenz einesfreien Henkin{T yps folgt, soda

9= 2 FHen, :
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Seinun  ein beliebigerweiterer freier Henkin{T yp, und seieine treue Substi-
tution f de niert durch f (x;) = xyi+> fur allei. Wir behaupten,da die Klasse
[Xo] zu keinerKlasse[y] in der Relation C; steht. Nehmenwir einmal an, es
gabe einesolde Klasse[y] . Dann existierten Variablenu 2 [y] undv 2 [Xo] ,
soda f(u) = v gilt. Dashie e aber,da eini 2! existiert, soda v = Xyj+2
ist und wegenv 2 [Xxo] die Formel xg = X2+ in  liegt. Da aber die Negation
dieser Formel in  ist, hie e dies, da inkonsistert ware. Also kann keine
soldhe Klasse existieren und die Relation Cs auf U U ist nicht redtstotal,
was zu zeigenwar.

Sdhlie lic h kennen wir ohne weiteres zwei freie Henkin{T ypen und sowie
eine Variablensubstitution f angeben, soda Hx] ;[y] i 2 C; gilt und [X]

in  die Existenz{Eigensdaft hat wahrend sie[y] in fehlt. Man betrachte
dazu einfach die (konsisterten) TypenfE!(x)g und f: E!(y)g. Dieselassensich
nach Lemma 7.12 zu freien Henkin Typen und erweitern, wobei die ent-
sprethendenVariablensubstitutionen auf den Variablen in E!(x) bzw. E!(y) die
Identit at seien.Dann ist aber E!(x) 2 , E!(y) 2 , sowie Hx] ;[y] i 2 Cs,
wobei f sogewahlt sei,da f(x)=y. 2

Es verbleibt die Aufgabe, eine TeilklasseC, von Relationen ausCll_D auszu-
sondern, welche Teil deskanonisthen modalen Modells werden soll. Dies wird
in Analogie zur Verfahrensweise bei der Konstruktion kanonister Modelle in
der modalen Aussagenlogikdurchgefuhrt. Wir de nieren zugleid die Klasseder
kanonisden Counterpart{Relationen und denBegri der kanonisdhien modalen
Struktur:

De nition  7.33 (Kanonisc he modale Struktur) Seien und zweifreie
Henkin{T ypen und f eine beliebigetreue Substitution. Weiter sei der Ausdruck
( ) wie folgt de niert:

( Y=t Tz (ainyn)2 ~f(yi)=zi=1::;ng

Wir de nier en dann:
Cs

s T s:) ()
und schreiben hierfur auch kurz C!f . PseudokanonischeCounterpart{
Relationen, welche zusatzlich diese Bedingung erfullen, nennen wir dann ka-
nonische Counterpart{Relationen. Diese konstituieren die Klasse C_ aller
Counterpart{R elationen der kanonischenmodalen Struktur . Mit anderen Wor-
ten, C_ sei gggelen durch die Menge:

C.=fCjf2Trew T und ; 2FHen g

Die MengeCo . der Counterpart{R elationen zwischenzwei meglichen Welten
S und S sei dann wieder durch C_ \ CP; gagelen. Schlie lich sei unser
kanonisthe modale Struktur f;| durch dasPaar W ;C i de niert.
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Lemma 7.17 Sei 2 FHen_ ein freier Henkin{T yp, so da 2 fur
irgendeineFormel  gilt. Dann folgt:

(a) Die Formel : st nicht L{beweislar.

(b) Die Formelmengen [ f g sowie sind L {konsistent.

Beweis. Sei einfreier Henkin{T yp mit 2  fur eine Formel

Zum Beweis von (a) sei angenommen,da "~ | : . Dann folgt mit neces-
sitation *| : und sdlielich | : . Demnad ware : 2 , also
inkonsistert, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Zum Beweis von (b) sei angenommen, die Menge [ f g ware L{

inkonsistert. Dann existierte nach dem Endlichkeitssatz 7.2 eine endliche Teil-
menge o =1f 1;:::; mQ, soda

m

i=1

Dann folgt nach dem Deduktionstheorem 7.3

Nun i§t aber nach Annahme i 2 fur i = 1;:::;m, alsonach Lemma 7.6
auch %, {2 . Nun folgt aber, wegender Abgestlossenheitvon  unter
modus ponens,da : 2 gilt und damit auch : 2 . Dannware aber
L{ink onsistent, im Widerspruch zur Voraussetzung.Also ist die obige Menge
doch L{konsisten. Insbesondereist dann die Menge L {konsistert. 2

Korollar 7.2 (Existenz meglicher Welten) Sei f. die kanonische moda-
le Struktur der Logik L und sei S eine megliche Welt aus f_. Ist dann
(X1;::7:%Xp) 2 fur irgendeine Formel  mit freien Variablen x1;:::; Xn,

Cs in Co. mit Hx] ;[yili 2 C (i =1:::;n), soda  f(y;;:::;yn) 2
gilt. Insbesondee kennen C; und  stets so gewahlt werden, da fjy 4 () = id
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Beweis. NachLemma 7.17 Teil (b) ist | da 2 | [ f g
L {konsistert. Nach Korollar 7.1 existiert dann zu jeder gro z mgigen Variablen-
substitution f ein freier Henkin{Typ mit ([ f g)f . Dann ist jedoch
( )f , alsodie Relation C; kanonisch und die Formel f in . Insbeson-
dere kann stets ein gro zugigesf 2 Treu gewahlt werden,soda fjy 4 () = id
ist, da lediglich endlich viele Variablen festgehaltenwerden meissen. 2

Lemma 7.18 Kanonische Counterpart{R elationen sind im allgemeinen we-
der funktional noch injektiv. Daruber hinaus messen sie nicht die Existenz{
Eigenschafterhalten.

Beweis. Wir variieren die Konstruktionen ausLemma 7.16.
(i) Sei 2 FHenderart,da (x; = x;)2 sawvie (Xj 6 xj)2 . Sold ein
freier Henkin{T yp existiert, solangedie Formel (x; = y;) ! (Xi = Xj) nicht
zu L gehort. Nach Lemma 7.2 existiert dann ein freier Henkin{T yp _und eine
kanonisthe Counterpart{Relation C; mit f iy .x, o = id, soda (xi & X;j) 2
gilt. Wie in Lemma 7.16 folgt dann, da C; nicht funktional ist.
(i)  Zum Nachweisder Existenz einerkanonistien Counterpart{Relation, wel-
che nicht injektiv ist, geheman wie in (i) vor, starte jedoch mit einem freien
Henkin{T yp , welder die Formeln (x; 6 x;) und (x; = Xx;) enthalt. Diesist
meglich, solangedie Logik L nicht das Schema (x & y) ! (x 6 y) erthalt
(Notwendigkeit der Di erenz).
(i)  Seidie Formel E!(x) ! E!(x) nicht in L. Dann existiert ein freier
Henkin{Typ , soda E!(x) 2 (x hat die Existenz{Eigensdaft in ) und
: El(x) 2  ist. Dann folgt mit Lemma 7.2 o enbar die Existenz eineser-
reichbaren freien Henkin{T yps , soda x in nicht die Existenz{Eigenscaft
hat. O enbar kennenwir auf dieselbe Weisenachweisen,da | falls die Logik
L die Formel : E!(x) ! : EY(x) nicht enthalt | freie Henkin{T ypen und
und eine kanonisde Counterpart{Relation C; existieren, soda eine Variable
X in  nicht die Existenz{Eigensdaft hat, wahrend sie eine Variable y mit
Hx] ;[y] i 2 Cs in hat. 2

De nition  7.34 (Kanonisc hes modales Mo dell) Das kanonische modale
Modell M | ist nun gegeten als das Paar i ; i, bestehendaus der kanoni-
schenmodalen Struktur und der Klasse aller kanonischenBelegungenindiziert
durch freie Henkin{T ypen. Dabei wird | als AbbildungW_ Var ! Du_
mit | (S ;x) = [x] aufgefasst.

Das folgende Lemma, das | wie sein Name scon verrat | grundlegend
ist, erlaubt nun, die Elemerb ezielung zwischen Formeln und freien Henkin{
Typen mit der Gultigk eitsbezielung zwischen Formeln und den induzierten
freien Strukturen des kanonistien Modells zu vertauscen. Fur den Beweis
dieses Sadwerhalts ist | neben der geeignetenDe nition der kanonisden
Counterpart{Relationen, welche den {Fall reglemertiert | o0 enbar eine An-
wendung desLemmas 7.2 eber die Existenz meglicher Welten unerla lic h.

Lemma 7.19 (Fundamen tallemma) Sei L eine beliebige modale Preadika-
tenlogik, eine beliebige modale Formel, M | das kanonische maodale Modell,
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S eine bkeliebige megliche Welt und die zugelorige kanonische Belegung.
Dann gilt:

s ; i () 2
Beweis. Wi beweisendie Behauptung induktiv eber den Formelaufbau.
Seiim folgenden irgendein freier Henkin{T yp:
() Sei (xi;X)= (xi = x;). Dann gilt

S 0 (xi=X)
perde nitionem genaudann,wenn  (Xj) =  (X;) gilt. Diesbedeutetaber die
Klassengleitheit [xj] = [x;] , die genaudann gegelen ist, wenn die Formel
(Xi = x;)2 st
(i) Sei (x1;:::;%Xm) = R(Xi,;::1;X,), wobei R ein n{stelliges Relationssym-
bol bezeitine und fx;,;:::;Xi,g fXi1;:::;Xmg. Dann gilt per de nitionem
S ; 1 RXi;iiiiXi,)

genaudann, wenn Hx;,] ;:::;[x,] 1 2 R ist. Dies ist aber wiederum nac
der De nition von R genaudann der Fall, wenn R(x,;:::;X,) 2 ist.
(i) Seinun =: ,undfur gelte die Behauptung. Es gilt

hs ; i
genaudann, wenn

S 12

Dies ist nach Induktionsvoraussetzunggenaudann der Fall, wenn 2 gilt.
Da  aber ein vollstandiger Typ ist, ist dies nach Lemma 7.6 aquivalent zu
2.

(iv) Sei =( ”~ )undfur und geltedie Induktionsb ehauptung. Dieser
Fall verlauft vellig analogzu Fall (iii). Hier nutzt man die Eigenstaft vollstan-
diger Typen,da ( ~ )2 genaudanngilt, wenn 2 und 2 .

(v) Sei = 9x (x;y)undfur geltedie Induktionsb ehauptung.Man beadite,
da ewenuell (nebenx) weitere freie Variablen enthalten kann. Dareber hin-
auskennenin bereits Quantoren, da heit gebundeneVariablen vorkommen.
Es gilt nun:

M 9x (x;y):() eseineexist. x{variante f gibtmit hS ;f i (x;y):

Dies ist aber nach De nition genaudann der Fall, wenn eine Belegungf mit
f (x)=1[z] 2D existert, soda

s Bi ()
Nun stimmen die Belegungen  und [)Z(] in allen Variablen au er eventuell in
x wbereinund esqilt  (z) = [z] = [f] (x). Seinun €(x;y) eine gebundene
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Umbenenmung von (X;y), soda z frei fur x in €(x;y) ist. Ist hier quanto-
renfrei, so kennenwir selbstwerstandlich € =  wahlen. Nun kennenwir unter
Benutzung desKoinzidenzlemmas?7.3 die Variablen x und z zusammenmit den
Belegungenvertausthen. Genauerfolgt:

IS ; i €zyund[z] 2D

Dies ist jedoch nach Induktionsvoraussetzungund De nition gleichbedeutend
mit der Forderung nach der Existenz einer Variablen z, soda E!(z) 2
und €(z;y) 2 . DaE!(2)» €zy)! 9z€zy) 2 L ist (als tautologische
Umformung einer Instanz von (E! 2)), folgt hieraus,da ein vollstandiger Typ
ist, da 9z€(z;y) 2  gilt. Sdlielic h folgt mit Lemma 7.11,da dann auch
Ix (x;y)in liegt.

Nehmen wir umgelkehrt an, da 9x (x;y) 2 gilt, sofolgt, da ein freier
Henkin{T yp ist, die Existenz einerVariablenz mit E!(z) 2 sovie (z;y) 2 .
Nun kennen wir wie oben | jedoch in umgekehrter Reihenfolge| sdlie en.
Damit ist Fall (v) bewiesen.

s ; i (X155 %Xn)
genaudann, wenn eine treue Substitution f und ein freier Henkin{T yp  exi-
. C : : : .
stieren, so da i 2 Co . und eseinelxy;:::;xpi{Variante f gibt, so

Wir nehmenzunadhst an, da
S ; i (X1;::05%n):

Setzen wir die relevanten De nitionen ein, so folgt zunadst, da ein freier
Henkin{Typ und ein C; 2 Co . existieren,soda ( )f . Weiter gibt

s Dli (xaiixn):

Dann existieren aber Variablen u; 2 [xij] und v; 2 [yi] mit f(uj) = v; (i =
1;:::;n). Dann ist insbesondergu;] = [x;] und|[vi] = [yi] und daherauch

In der Formel (x1;:::;Xn) sind evertuell die Variablen v; nicht frei fer x;, d.h.
kennen in den Wirkungsbereich eines Quantors der Form 9v; ::: geraten. Sei
daher g eine treue Substitution mit g(xj) = v; und beliebig sonst. Dann gilt
nach dem BUbergangslemmar.8

S Ml gt 9(viiiive);

Xi
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was hach dem Koinzidenzlemma gleichbedeutendist mit

S ; i 9(vy; i vn):

9(v1;iit;vn) 2 ()
Seinun angenommengda (X1;::0:%n) 2 . Dalxi] = [w] feri=1;:::;
gilt, folgt zunachst, da (xj = uj) 2 furi = 1;:::;n gilt. Seidannh 2 Treu
eine Variablensubstitution mit h(x;) = u; fur i = 1;:::;n. Nach Lemma 7.11

(X:%xe) 2 () Mupiinun) 2

weshalbnach Annahme dann auch  "(uy;:::;un) 2 gilt. Dann folgt, da
ein vollstandiger Typ ist, da  : M(up;:::;up) 2 ist. Dann ist aber wegen
( )f auch ¢ MF(f (ug);::::f (un)) 2 , d.h.

P (vi;iiivn) 2 ()

Da sich nun die Formeln ( ) und ( ) lediglich in der Wahl der gebundenen
Variablen unterscheiden, gilt:

wegen( ) der Typ aber inkonsistert, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also war die Annahme falsdh, d.h. esist (X1;::::%n) 2 , was zu zeigen
war.

Sei nun umgekehrt vorausgesetzt,da (X1;:::;%xn) 2 qilt. Dann exi-
stiert nach Korollar 7.2 einemegliche Welt und einekanonisde Counterpart{
Relation C; in Co . ,soda f(yy;:::;yn) 2 gilt. Dannist also( )

wobei f (xj) = y; far i = 1;:::;n. Also gilt C!f und hx;i] ;[yi] 1 2 G fer

hS ; fi (X1;::05Xn):

D.h. aber es existiert eine hxq;:;;xpi{Variante f von , namlich f (x;) =
[f (xi)] = [vi] , soda nadh dem Koinzidenzlemma

S ;f i (X1;::7;%Xn)
undh (xi);f (xj)i 2 Cs,sawie( )f . Diesist aber geradedie Bedingung
dafer, da

S ; i (X1;:::7%Xn)

gilt. Damit ist der Beweis des Fundamertallemmas abgesblossen. 2
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Satz 7.6 (Kanonisc he Mo delle) Sei L eine keliebige modale Pradikatenlo-
gik im Sinne von De nition 7.14. Dann wird L vollstandig durch das kanoni-
sche modale Modell beschrielen. D.h. esgilt: Th(M ) = L. Insbesondee ist
die Gultigkeit von Formeln aus L im kanonischenModell unabhangig von der
kanonischenBelggung, d.h. esqilt fi L. Also gilt sagar L = Th(f_).

Beweis. Seizunachst angenommen,da (x) 2 L gilt. Dann folgt mit
Lemma7.6,da 2 fur allefreienHenkin{T ypen . DasFundamenrallemma

liefert nun: S ; i fur alle freien Henkin{T ypen , also 2 Th(M ).
Seinun (X1;:::;Xp) 2 L eine Formel, deren freie Variablen unter X1;:::;Xn
vorkommen (n kann auch 0 sein). Dann ist die Mengef: (x1;:::;Xn)g ein L{

konsisterter n{T yp. Nach Lemma 7.12 existiert dann eine treue Substitution
f , welche auf allen Variablen die in  auftauchen (auch gebundenen)die Iden-

tit &t ist, und ein freier Henkin{Typ , soda f (X1;:::;Xn)d . Dann
ist aber : (X1;:::;Xn) 2 und da insbesondereein vollstandiger Typ ist,
(X1;:::;%Xp) 2 nadh Lemma 7.6. Nach dem Fundamertallemma gilt dann

Sei| zum Beweis der Zusatzbehauptung| angenommen,da f_ 2 (x) fur
eine Formel (x) aus L. Dann existiert eine Variablenbelegung in f, soda

. ; 12 (x). Alsogilt fur einemegliche Welt S ausder kanonisdhien modalen
Struktur S ; i 2 (x). Sei (x;i) = [yi] . Seiweiter €(x) 2 L eine gebundene
Umbenenmung von (x), soda vy; frei fur x; in €(x) ist. Nach Anwendung
einer erststu gen Substitution (ersetzex; durchy;) erhalten wir €(y) 2 L. Nach

dem Fundamertallemma gilt alsohS ; i €(y). Da aber (xj)= (y;) fur
i = 1;:::;n ist, messte nach dem Koinzidenzlemma 7.3 und dem Lemma elber
gebundeneUmbenenmungen 7.4 auch hS ; i (x) gelten, im Widerspruch
zur Annahme. Dies schliet den Beweis ab. 2

7.5 De nierbare Klassen von modalen Strukturen
7.5.1 Framev ollst andigk eit und Kanonizit at

De nition  7.35 (Frame{V ollst andigk eit) Wir sagen, da eine modale
Pradikatenlagik L Frame{vollstandig ist, falls eine Klasse FrK(L) von modalen
Framesexistiert, so da \
L = Th(F):
F2FrK(L)

De nition  7.36 (Kanonizit at) Sei L eine modale Pradikatenlagik und F_
das kanonischeFrame. Gilt dannF,_ L, soheit L kanonisd.

Satz 7.7 Jede kanonischelLogik ist Frame{vollstandig.

Beweis. SeiL einekanonishe modale Pradikatenlogik und FrK(L) die
Klasse aller Frames,soda F L. Da L kanonisd ist, ist diese Klasse nicht
leer, d.h. esqgilt L r2rrk(L) 1 N(F). Da nach Satz 7.6 jedoch Th(M ) = L
ist, gilt die Gleichheit. 2
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Korollar 7.3 Die Logik FK ist Frame{vollstandig bzgl. der Klasse FrK aller
modalen Frames.

Beweis. SeiF einbeliebigesmodalesFrame.Nach Satz7.3gilt F FK . Ist
andererseits 2 FK , sogilt nach Satz 7.6, da 2Th(Mgk), alsoFgx 2 ,
d.h. 2 Th(FrK). 2

7.5.2 Fallstudien

Wir behandelnim folgenden noch einige spezielle Schemata, weldhe von be-
sondererBedeutung sind und zeigenFrame{Vollstandigkeitsresultate beziglich
geeigneterKlassenvon modalen Frames. Dabei ist die allgemeineBeweisstrate-
gie wie folgt: Ist E eine Eigensdaft von modalen Frames, d.h. eine Bedingung
an die Familie von Counterpart{Relationen des Frames (von Interpretationen
wird also abstrahiert), so zeigt man, da zu einer gegelenen Logik L fur al-
le Frames F mit Eigenstaft E, F L gilt. Kann man dann zeigen,da das
kanonisde Frame der Logik L die Eigensthaft E hat, soist L kanonis¢ und
Frame{vollstandig beziglich der Klassealler Framesmit Eigensdaft E.

De nition  7.37 (Prominen te Schemata) Seien im folgenden x und y
beliebigeVariablen und eine beliebige modale Formel:

(NdlI) CERINCER) (Notwendigkeit der Identit at)
(NdD) (x6 y)! (x6y) (Notwendigkeit der Di er enz)
(NdE) E!l(x)! E!(x) (Notwendigkeit der Existenz)
(NdF) D EI(X) ! : EI(X) (Notwendigkeit der Fiktionalit at)
(BF) 8x ! 8x (Barcan{Formeln)

(CBF) 8x I 8x (Konverse Barcan{Formeln)

(T) ! (T{Schema)

4 ! (4{Schema)

(B) ! (B{Schema)

Bemerkung 7.9 Oenbar sind die Formeln (NdE) und 8x E!(x) axioma-
tisch gleichwertig. Denn einerseits ist 8x E!(x) ! (E!(x) ! E!(x)) ei-
ne Instanz von (E! 2) und somit FK + 8x E!(x) = (NdE). Umgekehrt gilt
FK + (NdE) °~ 8x E!(x) nach Anwendungvon universeller Quanti kation,
universeller Distribution, (E! 1) und (mp). Es gilt jedach FK 0 8x E!l(x) $
(ENx) ! E!(x)), wie man sich auch leicht semantisch klar machen kann.
Betrachte dazu eine megliche Welt hS; siin einem modalen Modell M, so da
(X) 2 Dg ist und hS; i E!(x). Dann ist es aker durchaus meglich, da
eine existentielle x{V ariante f g existiert, soda ©S;fsi : EI!(x) gilt, also
S, si (El(x)! E!(x)) ~ 9x:  E!(X).
Die Schemata (BF) und (CBF) hangeneng mit den einzelnenFormeln (N dF)

und (NdE) zusammen.Wir behandelnexemplarisd die Zusammenhange zwi-
schen (NdE) und (CBF). Fer (BF) und (NdF) ndet man ahnliche Resultate.



7 EIN ALTERNATIVES MODELLK ONZEPT 78

Lemma 7.20 Es bestehenfolgendeAbleitharkeitskeziehungenzwischen(NdE)
und (CBF):

0 FK + (NdE) " (CBF),
(i)  FK + (CBF)" (NdE),
(i)  FK ° 8x E!(x)$ (CBF),
(v) FK O (NdE)! (CBF).

Beweis. (i) folgt sofort aus (iii) und (i) folgt aus (iii) unter Beadtung
der letzten Bemerkung. Zum Beweis von (iii) sei eine beliebige Formel.

FK =~ 8x ! (EI(x)! ) (Instanz von (E! 2) ) (1)
FK © 8x ! ( Elx)! ) (Aus (1) mit (Nec) + (Norm.)) (2)
FK; 8x ~ E!(X)! (Aus (2) mit Deduktionstheorem) (3)
FK; 8x "~ 8x E!(X)! 8x (Univ. Quantik ation, x Z2FV( 8x )) (4)
FK; 8x; 8x E!(x) " 8x (Deduktionstheorem aus (4)) (5)

FK * 8x E!x)! ( 8 ! 8x ) (2 Deduktionstheoremaus(5)) (6)

Die umgelehrte Implikation ergibt sich sofort aus der Tatsade, da
8XE!(x) ! 8x EI!(x) eine Instanz von (CBF) ist und 8xE!(x) zur Logik
gehort.

(iv) kann man leicht einsehenjndem man Korollar 7.3 ausrutzt und semarisch
argumertiert. Dazu ist ein Modell M und eine megliche Welt 1S, si in M
anzugelen, soda

S, si EIN(X) EI(X)™ 8xX

und fur eine existertielle x{V ariante f g
hS; f si ¢ " EWX):
Dies ist aber ohne weiteres meglich. 2

De nition  7.38 (Funktionale Frames) Ein modales Frame F heit funk-
tional oder auch spaltungsfrei genaudann, wenn alle C 2 Cg funktional sind.

Lemma 7.21 Ist F funktional, sogilt F (NdlI).

Beweis. Sei einebeliebigeBelegungin F, | eine beliebige Interpreta-
tionsfunktion in das modale Frame und f die erntsprechende modale Struktur.
AngenommenhS;, si (X1 = X2). Dann gilt g(x1) = s(x2). Sei T eine be-
liebige megliche Welt in f, soda S T gilt und h g(x;); fr(xi)i 2 C fur
i = 1,2 und eine geeignetex ; Xo{V ariante f. Da C nadh Voraussetzungfunk-
tional ist, folgt f+(x1) = f1(x2), alsohTl;fri (X1 = X2). Da C beliebig war,
folgt hS; si (X1 = X2)! (X1 = X2). D.h. aber,dal und beliebig waren,
F (x=y)! (x = y) fur beliebige Variablen x und y, was zu zeigenwar. 2

Satz 7.8 (Kanonizit at von (NdI)) Das kanonische Frame der Logik L =
FK + (Ndl) ist funktional, d.h. esgilt F.  (NdI).
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Beweis. Seil einebeliebige Interpretationsfunktion, seienS und S

beliebige Welten und gelte ( )f , d.h. C!f . Seiferner angenommen,
da [x1] = [x2] undda Hx;] ;[yi] i 2 C; furi = 1;2.Esfolgt (X1 = X2) 2
und wegen(x; = Xz) ! (X1 = x2) 2L audh (X1 = x2) 2 . Dann

ist aber (f (x1) = f(x2)) 2 . Nach De nition ist aber f (x1) 2 [y1] und
f (x2) 2 [y2] . Esfolgt [y1] = [y2] , womit gezeigtist, da C; funktional ist. 2

Korollar 7.4 Die Logik L = FK + (N dl) ist Frame{vollstandig bzgl.der Klas-
se aller funktionalen Frames.

De nition  7.39 (Fusionsfreie Frames) Ein modalesFrameF heit fusions-
frei oder auch injektiv genaudann, wenn alle C 2 Cg injektiv sind. D.h. ist
a; 6 ap und haj;bji 2 C fur i = 1,2, sogilt by 6 by.

Vellig analog beweist man fer das Schema (NdD) die folgendenErgebnisse:

Lemma 7.22 Ist F fusionsfrei, sogilt F (N dD).

Beweis. Analogzulemma7.21. 2

Satz 7.9 (Kanonizit at von (NdD)) Das kanonische Frame der Logik L =
FK + (NdD) ist fusionsfrei, d.h. esgilt F. (N dD).

Beweis. Analogzum Satz 7.8. 2

Korollar 7.5 Die Logik L = FK + (NdD) ist Frame{vollstandig bzgl. der
Klasse aller fusionsfreien Frames.

De nition  7.40 (Existenztreue, {freundlic hkeit und Fiktionaltreue)

(@ Ein modales Frame F heit existenztreu genau dann, wenn fur alle
Welten Sund T und alle C 2 Cost gilt: Ist a 2 Ds und ha;bi 2 C, so gilt
b 2 Dy. Wir schreiben kurz: C(Ds) Dr.

(b) F heit existenzfreundlich genaudann, wennfur alle Welten Sund T mit
Cost 6 ; gilt: Ist b 2 Dy, soexistiert ein a 2 Dg und ein C 2 Cos.1, So da
ha;bi 2 C. Kurz: C(Ds) Dr.

(c) Gilt hingegen fur alle meglichen Welten Sund T in F: C(UsnDyg)
Ur nDt, soheit F ktionaltr eu.

Lemma 7.23 Ist F existenzteu, sogilt F (NdE).

Beweis. Sei eine beliebige Belegungin F, | eine beliebige Inter-
pretationsfunktion und sei angenommen,da hS, si  E!(x) fer eine megli-
che Welt S. Dann gilt zunadcst g(x) 2 Ds. Gilt zudem S ¢ T und ist
h s(x);fr(x)i 2 C, sofolgt, da C existenztreuist, da f(x) 2 Dt ist. Dann
gilt aber hT;f+i  E!(X) und daherhS;, si E!(X) ! E!(x), was zu zeigen
war. 2



7 EIN ALTERNATIVES MODELLK ONZEPT 80

Satz 7.10 (Kanonizit at von (NdE)) Das kanonischeFrame der Logik L =
FK + (NdE) ist existenztreu, d.h. esgilt F.  (NdE).

Beweis. SeiF daskanonishe Frame der Logik L = FK + (NdE). Seil
beliebig und sei S eine megliche Welt in f und [x] 2 Dsg , d.h. E}(X) 2 .

Sei ferner angenommen,da C!f und Hx] ;[y] i 2 Cs qilt. Da E!(x) !
EI(x) 2 List, folgt E!(x)2 undmit ( )f somit auch E!(f (x)) 2 .

Dannist [f (x)] 2 D . Esist aberwegenhx] ;[y] i 2 Cf auch f (x) 2 [y] und

daher[f (x)] = [y] ,also[ly] 2 Dg . Dieszeigt,da RelationenC; existenztreu

sind. 2

Korollar 7.6 Die Logik L = FK + (N dE) ist Frame{vollstandig bzgl.der Klas-
se aller existenztreuen Frames.

Korollar 7.7 Die Logik L = FK + (CBF) ist Frame{vollstandig bzgl. der
Klasse aller existenztieuen Frames.

B ew ei s. Diesfolgt unmittelbar ausdem Lemma 7.20zusammenmit Korollar
7.6,da
FK + (NdE) ™ () FK + (CBF)"

2
Lemma 7.24 Ist F ktionaltr eu, sogilt F (NdF).
Beweis. WieimLemma7.23. 2
Satz 7.11 (Kanonizit at von (NdF)) Das kanonischeFrame der Logik L =
FK + (NdF) ist ktionaltr eu, d.h. esgilt Fi  (NdF).
Beweis. Analogzu Satz7.10. 2

Korollar 7.8 Die Logik L = FK + (N dF) ist Frame{vollstandig bzgl.der Klas-
sealler ktionaltr euen Frames.

De nition  7.41 (Lok al{re exiv e und re exiv e Frames)
(@ Ein modales Frame F heit lokal{re exiv , falls fur jede Welt S, jede

eine Relation C 2 Cogs existiert, mit C  fhaj;aii ji = 1;:::;ng.

(b) Ein modalesFrameF heit re exiv, falls eslokal{re exiv ist und fur jede
Welt und jedesn{T upel in Ug dieselle Relation C 2 Cos;s gevahlt werden kann,
d.h. zu jeder Welt S eine Relation C existiert, soda C fha;ai ja?2 Usg.

Bemerkung 7.10 Ist F re exiv und zusatzlich funktional, soist fur jede Welt
Sin F, C = idyg 2 Cogs.

Lemma 7.25 Ist F lokal{re exiv, soqilt F (T).
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Beweis. Sei einebeliebigeBelegungin F, | einebeliebigelnterpretations-
funktion, S eine beliebigemegliche Welt, eine modale Formel mit den freien

eine Counterpart{Relation C 2 Coss mit C  fha;j;ai ji = 1;:::;ng. Gilt
dann bS; i (x), sofolgt hS; i (x), wegenh (xj); (xj)i 2 C fur alle
i. Dasheit aber, esgilt F ! X). 2

Satz 7.12 (Kanonizit at von (T)) Das kanonische Frame der Logik L =
FK + (T) ist re exiv, d.h. ein Frame fur (T). Alsogilt F.  (T).

Beweis. Wi zeigen,da F_ reexiv ist. Seienwieder | und beliebig
und sei S eine megliche Welt in F_. Die identische Variablensubstitution id

ist sicherlich treu. Ist au erdem 2 , soist wegen ! 2L auch
in . Daherist ( )d und somit Cig 2 CAS ;S ). Ciy erfullt aber
Hx] ;[x] i 2 Cig, fur alle x 2 Var, weshalbF re exiv ist. 2

Korollar 7.9 Die Logik L = FK + (T) ist Frame{vollstandig bzgl. der Klasse
aller lokal{re exiven Frames.

De nition  7.42 (Komp osition von CE{Relationen) Sind S ¢ T und
T 42 R zwei CE{Relationen, so bezeichne® C die Komposition dieser Rela-
tionen, die de niert ist durch:

® C:=fha;ci jesgibtein b 2 Ur; soda ha;bi 2 C und Hb;ci 2 Gg

und o enbar wieder eine CE{R elation ist.

De nition  7.43 (Lok al{transitiv. e und transitiv e Frames)
(@) Ein modalesFrame F heit lokal{transitiv , falls zu jedem Paar S o1

in Cost und T de R in Cor.r, jeder naturlichen Zahl n und jedem Tripel
mit haj;biji 2 C und Hoj;cji 2 ® (i = 1,...,n) eine Counterpart Relation
€ 2 Cos existiert, soda € fhaj;cii ji = 1;:::;ng gilt.

(b) F heit transitiv, falls zu jedem Paar S Y Tin Cosund T ‘P R in

Cor.g eine Counterpart{R elation S (F R in Cosg existiert, soda € C ®
gilt.

Bemerkung 7.11 Ist F transitiv und daruber hinaus funktional, so gilt
C2Cosrund®2 Corg=) €=® C2Cop:
Lemma 7.26 Ist F lokal{transitiv, sogilt F (4).

Beweis. SeiF lokal{transitiv und seiangenommenda hS; si x)n
(x) fur eine Belegung und eine Interpretationsfunktion | in F und eine
modale Formel (x) mit den n freien Variablen x1;:::;X,. Dann existieren



7 EIN ALTERNATIVES MODELLK ONZEPT 82

aber Counterpart{Relationen S  TudT dfa R und x{V arianten f+ und

hR; fri : (x). Da aber F lokal{transitiv ist, existiert eine Relation € 2 Caos.r
mit h s(xi); fr(Xj)i 2 €. WegentS; si (x) muesste dann aber ebenfalls
R; fri (x) gelten, was unmeglich ist. Also folgt F (x) ! x). 2

Satz 7.13 (Kanonizit at von (4)) Das kanonische Frame der Logik L =
FK + (4) ist transitiv, d.h. esgilt F.  (4).

Beweis. Wir zeigen,da F transitiv ist. Seiangenommenda ( )f

und ()9 gilt. Ist dann 2 , soist wegen ! 2 L
auch 2 unddaher f 2 undsdlielich 97 2 . Dasheit aber
( )9f . Esist aberg f einetreue Substitution und somitCq ¢ 2 Cas g
und Cg ¢ = Cg Ct. Also ist F transitiv und esgilt F_ ! . 2

Korollar 7.10 Die Logik L = FK + (4) ist Frame{vollstandig bzgl.der Klasse
aller lokal{tr ansitiven Frames.

De nition  7.44 (In verse CE{Relationen)  Sei F ein modales Frame und
C 2 Cos.7. Dann heit eine CE{Relation C 1 eine Inversevon C, falls hb:ai 2
C 1, wannimmer ha;bi 2 C gilt.

De nition  7.45 (Lok al{symmetrisc he und symmetrisc he Frames)
(@ Ein modalesFrameF heit lokal{symmetrisch, falls fur jede Relation C 2
Cost und jedesn-Tupel hag;:::;ani aus Us mit haj;bii 2 C fur i = 1;:::;n

(b) Ein modalesFrameF heit symmetrisch, falls fur jede Relation C 2 Cos.t
eine Inverse C 12 Cor.s existiert.

Bemerkung 7.12 Ist ein modalesFrame F symmetrischund nicht fusionsfrei,
soexistiert ein C 1 2 C, welchesnicht funktional ist, d.h. F ist nicht funktional.
Ist ein modales Frame F symmetrisch und nicht funktional, so existiert ein
C ' 2 C, welchesnicht fusionsfrei ist, d.h. F ist nicht fusionsfrei.

Ein symmetrischesFrame ist also entwaler funktional und fusionsfrei oder kei-
nes von beiden. Daruber hinaus sind Inverse in einem symmetrischen Frame
F genau dann eindeutig bestimmt, wenn F funktional und fusionsfrei ist und
Counterpart{R elationen au erdem rechtstotal (surjektiv) sind. Inverse ihrer-
seits sind stets per de nitionem rechtstotal.

Lemma 7.27 Ist F lokal{symmetrisch, sogilt F (B).

B eweis. Diesbewiseman analogzulLemma 7.26. 2

Korollar 7.11 Ist F symmetrisch,sogilt F (B).
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B eweis. Diesfolgt sofort ausdem letzten Lemma, da jedessymmetrische
Frame auch lokal{symmetrisch ist. 2

Vermutung 7.1 (Kanonizit at von (B)) Das kanonische Frame der Logik
L = FK + (B) ist lokal{symmetrisch, d.h. esgilt F.  (B).

Vermutung 7.2 Die LogikL = FK + (B) ist Frame{vollstandig bzgl.der Klas-
se aller lokal{symmetrischen Frames.

De nition  7.46 ((Semi{) kategorielle Frames) Wir nennen ein modales
Frame F semi{kategoriell, falls esre exiv und transitiv ist. Des weiteren hei t
F kategoriell, falls F funktional und semi{kategoriell ist.

Bemerkung 7.13 Wie man leicht nachprufen kann sind kategorielle Frames
in denendie einzelnenWelten gleichzeitigModelle der klassischenPr adikaten-
logik sind semantisch gleichwertig zu den in Kapitel 4 de nierten C{Mengen.
Das heit eine Formel ist gultig in allen C{Mengen genau dann, wenn sie in
allen kategoriellen Framesmit klassischenStrukturen als Welten gultig ist. Die
Basislagik der Funktor{Semantik erhalt man also aus FK durch Erganzungder
Schemata(Cl), (Ndl), (4) und (T).

Lemma 7.28 Ist F ein existenzfeundiches Frame, sogilt F  (BF).

B eweis. ErneutanalogzulLemma7.26. 2

Vermutung 7.3 (Kanonizit at von (BF)) Das kanonischeFrame der Logik
L = FK + (BF) ist existenzfieundich, d.h. esgilt F. (BF).

Vermutung 7.4 Die Logik L = FK + (BF) ist Frame{vollstandig bzgl. der
Klasse aller existenzfieundichen Frames.

Die vorausgehenderBeispiele legen bereits nahe, da jede “pradikatenlogishe
Version' einer kanonistien modalen Aussagenlogikwieder kanonisd ist. In der
Tat kann man durch ein ahnlichesArgument wie in [Skvortsov/Shehtman 1993
(S.92), denfolgendenSatz beweisen.Man vergleith diesbeziglich auch den Satz
5.5.

Satz 7.14 Ist L eine kanonischemodale Aussagenlgik, soist die freie modale
Pradikatenlagyik F L gleichfals kanonisch.
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7.6 Generalisierte Frames

In diesemletzten | etwas skizzenhaften| Abschnitt soll schlie lic h noch ge-
zeigt werden, wie durch eine geeigneteBereicherung des Begri s einesmoda-
len Frames durch eine modale "Algebra zulassigerinterpretationen’, generelle
Frame{Vollstandigkeit erreicht werden kann. Dies gesdieht in Analogie zur
modalen Aussagenlogik;insbesondereist der unten eingekihrte Begri einer
komplexen Algebra eine natuerliche Verallgemeinerungdes Konzepts einer mo-
dalen Algebra (boolschen Algebra mit Operatoren), wie es aus der modalen
Aussagenlogikhinlanglich bekannt ist.

De nition  7.47 (Komplexe Algebren) SeiF = hJ;Ci ein modales Frame,
wotei U = fhDy,;Uyi : w 2 Wg die zugelorige Familie von Universen be-
zeichne. Eine n{Mengeist eine Menge von Elementender Form ha;wi, wolei
w2 W unda?2 (Uy)" ist. Ist A eine n{Menge, so de niere man

A = fhb;wi 2 (Uy)" fwg : esgibtein ha;vi 2 A
und ein C 2 Cqy.y Soda hb;ai 2 Cg:

b(A) := fha;wi 2 (Uy)" fwg:h (a);wi 2 Ag:

Ist fernerj 2!, A eine n{Menge undj n, sode nier e die Operation E; wie
folgt:

Sind schlie lich i;j; n 2 ! mit i;j n und ist A eine n{Menge, so de niere
die Operation id;; durch

idij (A) := fha;wi 2 (Uy)" fwg : ha;wi 2 A und a = a0

Eine komplexe Algebra G, vom Typ n uber U wird als eine Familie von n{
Mengende niert, welcheunter allen boolschenOperationen und au erdemunter
den Operationen , E; fur jedesj 2 ! undid;; fur jedesPaari;j 2 ! alge-
schlossenist. Eine komplexe Algebra ist dann eine Folge G = hG, : p 2 !,
in welcher die G, komplexeAlgeben vom Typ n sind (i 2 ') und ,, G;
zusatzlich algeschlossernst unter der Operation b fur jedes .

De nition  7.48 (Generalisierte Frames) Ein generalisiertesFrame F ist
ein Paar hF; Gi, wolei F ein modales Frame ist und G eine komplexe Alge-
bra basierend auf F. Eine Interpretation | in F heit zulassig falls fur jedes
n{stellige Relationssymlol P, 1(P) 2 G, ist. Ein Modell basierend auf einem
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genealisierten Frame h; Gi ist ein Tripel hF; G; li, wolei | eine zulassigelnter-
pretation ist. Eine Formel heit dann allgemeingultig in einem genealisierten
Frame F, falls sie in jedem Modell basieren auf F gilt.

Ist ein Modell hF; G; |i basierendauf dem generalisiertenFrame hF; Gi gegelen,
soordnenwir jeder naterlichen Zahl n und jeder Formel derenfreie Variablen

PP™( (x));n) b(I(P™))

Poxi = xj5n) = idi (UM)

P ; n) = un P n)

P 1~ ) = PC ;)\ P oin)

P ;) = P

Boxj:;n) = g )
Es folgt, da fer jede Formel (xi;:::;Xn), deren freie Variablen unter
fX1;::0Xn0 vorkommen,p( ) 2 Gy, ist. Das kanonischegenealisierte L {Frame

wird nun wie folgt de niert. Die Menge der meglichen Welten und Relationen
zwiscthen diesensind wie bisher de niert. Gleichfalls ist die kanonisde Belegung
I wie bisher auf Relationssynbolen erklart. Wir de nieren nun eine komplexe
Algebra vom Typ n uber U" mit Hilfe der kanonisten Interpretation wie folgt.

Gn=fF (;n):FV() fxq::::%Xn0g:

Wie man leicht sielt, de niert man auf diese Weiseein generalisiertesFrame.
Die Theorie einesgeneralisiertenFramesist jedoch nacdh wie vor nicht in jedem
Fall unter zweitstu gen Substitutionen abgesblossenund ist somit im allgemei-
nen keine modale Pradikatenlogik. Die Theorie deskanonisden generalisierten
Framesist jedoch stets unter zweitstu gen Substitutionen abgesbalossen,und
dies reicht aus, um das folgende Resultat zu etablieren. Dabei verstehenwir
unter einem L{Frame ein modalesFrame F derart, da F L.

Satz 7.15 (V ollst andigk eit) Ist L eine modale Pradikatenlaggik und K die
KIaSﬁe aller genealisierten L{Frames, so ist L vollstandig beaiglich K, d.h.
L= kTh( F).

Beweis. Sei F_ daskanonishe generalisierteFrame und seiangenommen,
da 2L,soda F_ 2 .Dann gibt eseine zulassigelnterpretation I, eine
megliche Welt S und eine Belegung , soda hS ;I; i 2 . Da L unter
erststu gen Substitutionen abgesblossenist, kennenwir oBdA annehmen,da
die kanoniste Belegung ist. SeienPlnl;:::;P,’T}m allein auftauchenden
Relationssynbole. Da | zulassigist, ist I(P";) = F.( i) 2 Gy, furi =
1;:::;m. Insbesondereist FV( i) fx1;:::;Xn,0. Daferner 2 L istund L

kS ;I i 2 € und dieswiderspricht Th(f_) = L. Dies zeigt, da das kanonishe
generalisierte Frame F ein L{Frame ist. Nun folgt die Vollstandigkeit sofort
unter Benutzung des Satzeseber kanonisdhe Modelle. 2
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8 Thesen

Die in dieser Arb eit entwickelten semarischen Begrie und Methoden stellen

lediglich den Beginn einer systematistien Aufarb eitung der Modelltheorie erst-

stu ger Modallogik dar. Im folgendenseiendaher stichpunktartig Problemfelder

genanrt, die sich auf naterliche Weise als Kandidaten fer ein weitergehendes
Studium der hier vorgestellten Semartik anbieten.

Syntaktisc he Erw eiterungen Es ist die semarische Behandlung di-
verser Spracherweiterungen zu untersuchen. An erster Stelle stehen hier-
beider Gebraud von Individuenk onstarten unter Benutzung destermbin-
dendenLambda{Op erators (vergleicthe Kapitel 3.2) sowie die Behandlung
bestimmter Kennzeidhnungenin modalen Kontexten. Dareber hinaus sind
Erweiterungenauf speziellemodale Operatoren, etwa den Aktualit atsope-
rator zu untersuchen.

Vergleich mit anderen Mo dellk onzepten Es ist systematist der
Zusammenhang zwischen klassisdien Kripk e{Strukturen und den ver-
schiedenenvorgestilagenenVerallgemeinerungender klassishien Seman-
tik zu untersuchen.

Substitutionsprinzipien Es ist zu untersuchen, welche Substitutions-
prinzipien fur welche Logiken und welche Anwendungen adaquat sind.
Insbesonderesind diverse, unterschiedlich starke zweitstu ge Substituti-
onsprinzipien zu unterscheiden.

Individuen{Begri e Der Individuenbegri, welder verallgemeiner-
ten Semartik en zugrunde liegt, ist naher zu analysieren.Insbesondereist
der Zusammenhangzur Au assung, da in modalen Kontexten Individu-
en mit Individuen{Konzepten identi ziert werden messen,zu klaren.

Vollst andigk eitstheorie Es sind die Begri e der Frame{Vollstandig-
keit, Kanonizitat und modalen De nierbark eit von Strukturen in erststu-
gen Kontexten ausfuhrlich zu untersuchen.

An wendungen Sdilie lich gilt es, die gressere Allgemeinheit und
semartische Flexibilit at verallgemeinerterSemartik en auch in Anwendun-
gen fruchtbar zu machen. Diese sind primar in der Philosophie, der Lin-
guistik und der Informatik zu sudchen. Stichworte waren etwa , Vagheit
(vergleithe etwa [Parsons/Woodru 1999), ,Quantifying in\, Modellie-
rung naterlicher Sprache und Modellierungswersudie in der Kl, welche
erststu ge Modallogiken berutzen.
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