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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Da aber Zukommen, notwendig Zukommen und
kontingenter, d.h. m•oglicher- oder zuf•alligerweise
Zukommen verschieden ist | denn vieles kommt
einem zwar zu, aber nicht notwendig, und anderes
kommt einem weder notwendig noch •uberhaupt
zu, kann aber einem zukommen |, so wird o�en-
bar auch in jedem dieser F•alle ein verschiedener
Schlu� gewonnen werden und k•onnen die Begri�e,
aus denen der Schlu� besteht, sich nicht auf
gleiche Weise verhalten, sondern sie werden bald
notwendig sein, bald einander einfach zukommen,
bald kontingenterweise.

Aristoteles, Erste Analytik 1

Die Welt der modalenAussagenlogikist noch in Ordnung. Dort gibt eseineent-
wickelte mathematische Theorie samt Anwendungenin sovielf•altigen Bereichen
wie Linguistik, Philosophie, Informatik und den Grundlagen der Mathematik
(etwa der Beweisbarkeitslogik). Die Entwicklung ist hier schon so weit gedie-
hen, da� man beginnt, historische Phasen ihrer Entwicklung in diesemJahr-
hundert auszumachen. So unterscheiden Robert Bull und Krister Segerberg |
der Verf•uhrungskraft trichotomischer Einteilungen nachgebend | drei Phasen
der Entwicklung der modalen Aussagenlogik,eine syntaktische, eine algebrai-
sche und einemodelltheoretische. Die erstePhasecharakterisieren siedurch die
weitgehendeAbwesenheiteiner expliziten Semantik, die zweite durch den Ver-
such algebraische Semantik en zur Analyse modaler Logiken heranzuziehenund
schlie�lic h die modelltheoretische durch die Dominanz sogenannter M •ogliche{
Welten{Semantik en [Bull/Segerberg 1984]. Nach ganz •ahnlichen Kriterien un-
terscheidenPatrick Blackburn, Maarten de Rijk e und Yde Venemaetwas expli-
ziter eine

"
syntaktische •Ara\ (1918 { 1959), eine

"
klassische •Ara\ (1959 { 1972)

sowie eine
"
moderne •Ara\ (1972 { heute) [Blackburn/de Rijk e/Venema2000].

Zweifelloskann man jedoch festhalten, da� der enormeEntwicklungsschub, den
die modale Aussagenlogikseit den siebziger Jahren erfahren hat, im wesent-
lichen auf den •uberw•altigenden Erfolg der Kripk e-Semantik en zur•uckzuf•uhren
ist. Nachdem etwa um 1970 auch das Problem der Kripk e-Unvollst•andigkeit2

1Zitiert nach [Aristoteles 1992], S. 18.
2Eine modale Logik hei�t Kripk e{vollst •andig, wenn sie durch eine Klasse von Kripk e{

Frames semantisch charakterisiert wird. Z.B. wird die Logik S5, die man als Modellierung
des Begri�s Analytizit •at oder logische Notwendigkeit verstanden hat, durch die Klasse aller
Frames charakterisiert, deren Erreichbarkeitsrelation re
exiv, transitiv und symmetrisch, also
eine •Aquiv alenzrelation ist. Ein interessantes Beispiel f•ur eine Kripk e{unvollst•andige Logik
ist Solovays System S, in welchem er den Operator 2 als

"
beweisbar\ interpretierte, jedoch

so, da� er diejenigen Eigenschaften des Beweisbarkeitspr•adikats einfangen sollte, die im Stan-
dardmodell von PA wahr sind. Diese Logik hat •uberhaupt keine Kripk e{Mo delle. Siehehierzu
etwa [Chagrov/Zakhary aschev 1997], S. 94�.



1 EINLEITUNG 2

durch Einf •uhrung der verallgemeinerten Frames3 gel•ost war, hatte man eine
Semantik gefunden, welche es erlaubte, jede normale konsistente Modallogik
durch eine Klassevon `Frames' zu charakterisieren.

Wechselt man nun die Perspektive und wirft einen Blick auf die Situati-
on in der modalen Pr•adikatenlogik, so ver•andert sich das Bild drastisch. Das
Interesseist hier traditionell vorwiegendphilosophischen Ursprungs.Schon Ari-
stoteles verstrickte sich in der Ersten Analytik bei seinemVersuch, die Prin-
zipien quanti�zierter Modallogik aufzukl•aren, in Schwierigkeiten, die man |
mit [ Lukasiewicz1957] | lange Zeit f•ur immanente Widerspr•uche hielt, und
die man erst k•urzlich | ebenfalls mit Mitteln, die den gewohnten modallogi-
schen Rahmen •uberschreiten | einer Kl •arung hat n•aher bringen k•onnen (vgl.
[Thom 1996]). Gleichwohl ist die modale Pr•adikatenlogik nicht nur in vielen
(philosophischen) Disziplinen vertreten, sondernnach wie vor ein unentb ehrli-
ches Hilfsmittel zur Analyse philosophischer Fragen, wie etwa des Essentialis-
mus, desAktualismus oder der Theorie der Eigennamen.

Nach wie vor ist man sich jedoch h•ochst uneinig dar•uber, wie genau Mo-
delle der modalen Pr•adikatenlogik aussehensollen.Das Unbefriedigendedieser
Situation wird deutlich, wenn man sich vor Augen h•alt, da� die Angabe einer
geeignetenKlassevon Modellen eine Modelltheorie •uberhaupt erst erm•oglicht.
Will man ferner in einer axiomatisch formulierten (modalen) Theorie modell-
theoretisch oder kalk•ulisiert schlie�en, soist ein Vollst•andigkeitssatzunerl•a�lic h.
Denn anderenfallskann man weder modelltheoretisch argumentieren, da man
keine Modellklassezu nennen wei� bzgl. derer G•ultigk eit vorliegen mu�; noch
l•a�t sich in allgemeinerWeisevom Kalk •ul her argumentieren, da esg•ultige aber
nicht herleitbare S•atze geben kann. Die methodologische Fruchtbarkeit seman-
tischer Vollst•andigkeit hat auch Johan van Benthem hervorgehoben, wenn er
schreibt:

Thus the ubiquitous logical completenesstheorems have a natu-
ral motivation for the philosopher of science as well: they em-
body conditions of adequacy on empirical theories in semantics.
[van Benthem 1986], S. 187.4

Die wesentliche Ursache f•ur die vielf•altigen Modellbegri�e liegt dabei darin
begr•undet, da� die Interpretation modaler pr•adikatenlogischer Formeln eine
Vielzahl von Entscheidungenhinsichtlich der Denotation von Termen,desWir-
kungsbereichs von Quantoren, der Interpretation von Pr •adikaten etc. verlangt.
Die Fokussierungauf philosophische Anwendungenhatte aber den aussystema-
tischer Sicht nachteiligen E�ekt der Zersplitterung von Modellkonzepten (ver-
gleiche Abbildung 1). Die Versuche, klassische Techniken der modalen Aussa-

3Diese verallgemeinerte Semantik wurde in ihren mathematischen Aspekten im Grun-
de schon 1951/52 von J�onsson und Tarski entwickelt [J�onsson/Tarski 1951/52], wenngleich
sie keinen Zusammenhang zur Modallogik herstellten. Die erste explizite Behandlung die-
ser verallgemeinerten Semantik �ndet man 1970 bei Makinson [Makinson 1970]. Ausf •uhrli-
cher ist die Entwicklung diesesModellkonzepts bei Chagrov und Zakharyaschev beschrieben
[Chagrov/Zakhary aschev 1997].

4Relevant ist das Kapitel 9: "Logical Semantics as an Empirical Science\ ; vgl. auch den
Aufsatz [van Benthem 1984].
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genlogik, wie die Methode der kanonischen Modelle, auf die modale Pr •adika-
tenlogik zu •ubertragen, f•uhrten zudem| soweit sie •uberhaupt gelangen| auf
immer k•unstlichere und kompliziertere Beweisevon Vollst•andigkeitsresultaten.
Ein Hauptproblem war hier insbesondere,da� ein erfolgreicher Vollst•andigkeits-
beweis f•ur eine bestimmte Logik sich im allgemeinenals nutzlos erwies,sobald
man den Blick auf andere Logiken richtete, da man im Beweis spezi�sche Ei-
genschaften der Logik (oder der Klassevon Logiken) genutzt hatte.

Ferner ist im Auge zu behalten, da� man einerseitsmodale Prinzipien axio-
matisch fordern und informell begr•unden kann, andererseitseine Modallogik
auch durch die Spezi�zierung einer inhaltlic h motivierten Modellklasseange-
ben kann. In diesemFall kann es sein, da� die angegebene Modellklassenicht
geeignet ist, die informell eingef•uhrten modalen Prinzipien zu interpretieren,
und so die konkurrierenden Theorien nicht auf der gemeinsamenEbene einer
formalen Semantik diskutiert werden k•onnen.

Das Ziel einer gleichf•ormigen semantischen Behandlung, welche die Inter-
dependenzenzwischen verschiedenenmodalen Theorien aufzuweisengestattet,
wird auch aus einer verst•arkt wissenschaftstheoretischen Sichtweisemotiviert,
wie David Pearceund Heinrich Wansing | sich auf die modale Aussagenlogik
beziehend| betont haben:

Most signi�cantly, it is the manner in which the di�eren t theories
�t together (in the lattice structure) that seemsto be decisive for
characterizing the research tradition and for exhibiting its internal
coherenceand uniformit y. Thus, if we consider possibleworlds se-
mantics as comprising nets or ensembles of interrelated theories,we
obtain not only strong structural analogiesto scienti�c research tra-
ditions of the customary sort, we also acquire additional semantic
and methodologicalsupport in favor of the kind of uniform represen-
tation of intensional semantics that the standard picture provides.
[Pearce/Wansing 1988], S. 490.

DieseneueEinheitlichkeit zwischen den eherformalen, logisch{mathematischen
und den eher inhaltlic hen, begri�ic h{philosophischen Aspekten der modalen
Pr•adikatenlogik zu erreichen, wurde auch von Ghilardi und Meloni eingefordert:

In fact, the unit y between mathematical and philosophical aspects
[. . . ] now appears justi�ed: we point out that this unit y should be
not assumedasa dogma,but reached during the work of conceptual
explanation of the problems suggestedby the mathematical and
linguistic practice. [Ghilardi/Meloni 1991], S. 106.

Eine (unvollst•andige) •Ubersicht •uber den
'
Wald` m•oglicher Modellstrukturen

gibt Abbildung 1 auf der folgenden Seite, die [Garson 1984] entnommen ist.
Skvortsov und Shehtman fassendieseSituation wie folgt zusammen:

Semantical methods in classicallogic areprovided by classicalmodel
theory. But for non{classical predicate logic, model theory has not
yet beenelaborated. One of the reasonsfor this delay is the variety
of semantics for these logics making a general concept of a model
too ambiguous. [Skvortsov/Shehtman 1993], S. 69.
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Diese Situation ist nat•urlich sowohl aus logisch{systematischer wie auch aus
philosophischer Sicht h•ochst unbefriedigend. Denn eine derartige Vielfalt von
Modellstrukturen macht nicht nur eine komparative modelltheoretische Be-
handlung verschiedener(modal{) philosophischer Theorien unm•oglich, sondern
dar•uber hinaus illustriert die AbwesenheiteinerallgemeinenSemantik auch eine
fundamentale L•ucke im Verst•andnis der Ausdrucksf•ahigkeit von modalen Spra-
chen erster Stufe. DieseL•ucke durch Angabe einer hinreichend 
exiblen forma-
len Semantik zu schlie�en, stellt daher ein dringendesDesiderat dar. Insbeson-
deresteht zu erwarten, da� sich erst dann •ahnlich erfolgreiche Anwendungenwie
im Fall der modalen Aussagenlogikergeben | etwa in Modellierungsversuchen
der KI, der Linguistik oder der Philosophie | wenn dieseUn•ubersichtlichkeit
grunds•atzlich •uberwunden ist.

Da� diesesZiel nun erreichbar scheint, liegt an den betr•achtlichen Fort-
schritten im Bereich der formalen Semantik, die in den letzten Jahren erzielt
wurden.
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2 •Ub er die Inad •aquatheit der Kripk e{Seman tik

Fassenwir die konzeptuellen Quellen der Vielfalt von Modellstrukturen noch
einmal n•aher ins Auge. Gehenwir von einemStandard{Kripk e{Frame der Form
(F; � ; D) aus, sobietet sich zun•achst eineKlassi�zierung der Modellstrukturen
in folgendevier Kategorien an:

1. Variierende Gegenstandsbereiche: Falls D keinen speziellenBedingungen
gen•ugt.

2. Monotonie: Ist � � � , so gilt D � � D � f•ur alle `Welten' � und � .

3. Anti{Monotonie : Ist � � � , so gilt D � � D � f•ur alle `Welten' � und � .

4. Konstante Gegenstandsbereiche: Falls f•ur alle `Welten' � und �
D � = D � gilt.

Man beachte, da� etwa eine Entscheidung f•ur konstante Gegenstandsbereiche
kaum philosophisch motiviert seinkann, sonderneherder einfachen technischen
Zug•anglichkeit derartiger Modellstrukturen entspringt. Modelle, die monoton
bzw. anti{monoton sind, korrespondieren bekanntlich auf der axiomatischen
Ebene mit der Forderung, da� die konverse Barcan Formel bzw. die Barcan
Formel zur Logik geh•oren. Desweiteren l•a�t sich | wie Hughesund Cresswell
in [Hughes/Cresswell 1996] betont haben| die Entscheidung f•ur beliebigebzw.
konstante Gegenstandsbereiche mit der Behandlungvon Quantoren korrelieren,
genauermit der

"
possibilistischen\ bzw.

"
aktualistischen\ Quanti�k ation.

Ein entscheidender Punkt hierbei ist o�enbar jeweils die Frage, welche
gew•unschten Eigenschaften der Interpretation modal de�nierbar sind. Hierf •ur
stellen die Barcan{Formeln5 ein klassisches Beispiel dar. Legt man klassi-
sche Kripk e{Semantik en zu Grunde, so entsprechen sie auf der modelltheo-
retischen Ebene| wie geradeschon erw•ahnt | der Monotonizit •at bzw. Anti{
Monotonizit •at der Gegenstandsbereiche. Solche Korrespondenzen lassen sich
jedoch | wie Ghilardi und Meloni zeigten | in verallgemeinertenSemantik en
sehrviel subtiler herstellen.Siebemerken (im

'
Jargoǹ der Funktor{Semantik):

[. . . ] however notice that the condition for the transition relations
Dk to bepartial functions, partial injective functions, totally de�ned
relations, etc. are easily seento be modally de�nable [. . . ], soby in-
troducing appropriate simple additional axioms onecan avoid split-
tings, identi�cations, deaths and births. [Ghilardi/Meloni 1991], S.
82.

Es d•urfte klar sein, da� jedesFestlegenauf einesder obigen (klassischen) Mo-
dellkonzeptediverseInterpretationen ausschlie�t. Entscheiden wir uns z.B. f •ur
konstante Gegenstandsbereiche, so wird das

"
Reden\ •uber nicht{existente aber

5Diese tauchen zum ersten Mal | allerdings in einer notationellen Variante mit � und
strikter Implik ation | 1946 als Axiom 11 in Ruth Barcan Marcus Arb eit

"
A functional cal-

culus of �rst order based on strict implication \ (siehe [Marcus 1946]) auf. Vergleiche auch
[Marcus 1993].
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"
m•ogliche\ Objekte ausgeschlossen.6 Setzt man sich alsozum Ziel, einemodell-

theoretische Behandlung beliebiger modaler Pr•adikatenlogiken und damit eine
Formalisierbarkeit verschiedenster Einstellungen bez•uglich der Interpretation
der modalen Sprache zu erm•oglichen, so verbietet sich jede Festlegungauf eine
spezi�sche Modellstruktur vom Standard{Kripk e{Typ. Garson hat diesesZiel
1984wie folgt formuliert:

Ideally, we would like to �nd a completely generalcompleteness
proof. [. . . ] The proofs for all lessgeneral systemswould then fall
out of the generalproof just asproofs for the stronger propositional
modal logics result from the completenessproof for K . This would
help clarify and unify quanti�ed modal logic. [. . . ] We hope that
the tools which we display in this sectionwill help others �nd better
ways to reach this goal. [Garson 1984], S.273.

Die Frage nun, wie eine solche verallgemeinerte Semantik strukturiert sein
m•usste, um einen

"
v•ollig allgemeinen Vollst•andigkeitssatz\ zu gew•ahrleisten,

wird Gegenstandder Untersuchungen sein. Dabei wird auch das Problem im
Auge zu behalten sein, inwiefern der •ubliche syntaktischeApparat quanti�zier-
ter Modallogiken hinreicht, um bestimmte philosophische Probleme zu forma-
lisieren. Hierzu werden einige Bemerkungen bei der Diskussion von Fittings
Abstraktionsprinzip gemacht.

Ein weiteres Argument f•ur die Inad•aquatheit der Kripk e{Semantik ist die
Trivialisierung des Problems der Re{Identi�zierung einesIndividuums in ver-
schiedenen m•oglichen Welten, wie es unter anderem David Lewis in seiner
Counterpart{Theorie diskutiert hat [Lewis 1968]. Dabei beachte man, da� man
auch dann, wenn man die Monotonizit •at aufgibt, in der Standard{Semantik da-
von ausgeht, da� in verschiedenenWelten ein und dieselben Gegenst•ande liegen
k•onnen.

In der Tat ist dies die Quelle diverserUnvollst•andigkeitsresultate f•ur recht
einfache quanti�zierte Modallogiken und der wesentliche Ansatzpunkt f •ur Ver-
allgemeinerungender klassischen Semantik. Denn geradedieseVerbindung zwi-
schen Unvollst•andigkeit auf der einen Seite und dem Individuierungs- und Re{
Identi�zierungsproblem auf der anderen Seite, scheint nahe zu legen, da� es
sich hier nicht um blo� `mathematische Artefakte' handelt, sonderneine echte
konzeptuelleInad•aquatheit der Kripk e{Semantik verborgen liegt.

6Denn dies verlangt, da� in einer m•oglichen Welt � ein Gegenstand a nicht existiert, wel-
cher jedoch im Gegenstandsbereich einer anderen Welt � liegt. Um dies formal ausdr•ucken
zu k•onnen, brauchen wir also o�ensichtlic h auch nicht{denotier ende Terme oder ein Existenz-
pr•adikat.
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3 Erw eiterungen der klassischen Kripk e{Seman tik

Den Unzul•anglichkeiten der klassischen Semantik kann man auf (mindestens)
zweifache Weisebegegnen.Verallgemeinertman die Semantik dahingehend,da�
man zus•atzliche Relationen zwischen Individuen oder Welten einf•uhrt, erh•oht
man die Flexibilit •at der Interpretation. Individuen k•onnennun z.B. (wahlweise)
`verschwinden' oder `sich vermehren'. Andererseitskann man sich auch auf den
Standpunkt stellen, da� die Kripk e{Semantik im wesentlichen angemessenist,
lediglich der syntaktische Apparat nicht hinreicht, um bestimmte Probleme
ad•aquat zu formalisieren. Beide Ans•atze seienkurz skizziert.

3.1 Mo di�zierung der Semantik

Ausgehend von den zahlreichen Unvollst•andigkeitsresultaten in der moda-
len Pr•adikatenlogik und dem gleichzeitigen Erfolg von Kripk e{Semantik en im
aussagenlogischen Fall, ergibt sich zwangsl•au�g die Frage, ob die Standard{
Kripk e{Semantik dahingehendverallgemeinert werden kann, da� die formal{
semantische Charakterisierbarkeit beliebigerLogiken erreicht wird. 7 Geht man
von einem Standard{Kripk e{Modell der Form < F; D > aus, wobei F ein (aus-
sagenlogisches) Frame bezeichne und D einen Gegenstandsbereich, so bieten
sich zun•achst zwei Richtungen an, Verallgemeinerungenanzugeben. Die erste
M•oglichkeit besteht darin, das Frame durch eine geeigneteAlgebra zu ersetzen
und so einealgebraische-bzw. topologischeSemantik zu erhalten. Solche Modi-
�zierungen haben aber aufgrund ihrer Abstraktheit oftmals den Nachteil, da�
siemodelltheoretischesSchlie�en schwierig machen, da der `geometrische' Cha-
rakter der Modelleverlorengeht. Der andereWeg,denwir hier verfolgenwollen,
versucht, zus•atzliche Relationen zwischen den Individuen des Gegenstandsbe-
reichs einzuf•uhren, und sodie Wahrheitsbedingungensoengals m•oglich an den-
jenigen der Standard{Kripk e{Semantik zu orientieren. In dieserRichtung sind
verschiedeneVersuche unternommen worden. Sohaben Shehtman und Skvorts-
ov in [Skvortsov/Shehtman 1990] Kripke{sheavesund Kripke{bund les, Ghilardi
in [Ghilardi 1989] eine Funktor{Semantik (C{sets) sowie schlie�lic h Shehtman
und Skvortsov in [Skvortsov/Shehtman 1993] die Metaframe{Semantik angege-
ben. DieseSemantik en eignensich insbesondere,um Unvollst•andigkeitresultate
bez•uglich der Standard{Kripk e{Semantik zu erhalten.8 Es l•a�t sich nun zeigen,
da� sich die eingef•uhrten Semantik en nach ihrer semantischen St•arke | wie in
Abbildung 2 auf der folgendenSeitegezeigt| ordnen lassen.Dies ist sozu ver-
stehen,da� sich jedesC{set der Funktor Semantik als ein speziellesMetaframe,
jedesKripk e{B•undel als C{set usw. au�assen l•a�t.

Aufgrund dieserhierarchischen Ordnung w•are esinstruktiv zu sehen,inwie-
fern die verschiedenenSemantik en graduell die Beschr•ankungender klassischen
Kripk e{Semantik •uberschreiten. Im Detail ist dies noch nicht ausgearbeitet
worden; jedoch haben Ghilardi und Meloni bez•uglich der Funktor{Semantik
die wesentlichen Unterschiede zu klassischen Ans•atzen herausgearbeitet, was

7Hierbei ist nat •urlich entscheidend, sich zun•achst darauf zu einigen, waseine modale Pr•adi-
katenlogik formal genau ist.

8Siehehierzu z.B. Ghilardi [Ghilardi 1991].



3 ERWEITER UNGEN DER KLASSISCHEN KRIPKE{SEMANTIK 8

Standard Kripke-Semantik

Konstante Domains
Possibilistische Quantoren

Variierende Domains
Aktualistische Quantoren

Kripke-Bundle Semantik
Shehtman/Skvortsov 1990

Funktor Semantik
Ghilardi 1989

Kartesische Metaframes
Shehtman/Skvortsov 1993

Allgemeine Metaframes
Shehtman/Skvortsov 1993

Hyperdoktrinen Semantik
Shirasu 1998

Duality

Isoda 1997

BF + CBF  Formeln

E! - Relativierung

Countable Domains

Shirasu 1998

Abbildung 2

insbesondereinteressant ist, da sich die Funktor{Semantik in der Metaframe{
Semantik interpretieren l•a�t. Sieverteidigen zun•achst das hohemathematische
Niveau ihrer Untersuchungen mit der | auch dieserArb eit zugrundeliegenden
| Au�assung, da� mathematisch{technische und logisch{philosophische Ent-
wicklungen untrennbar miteinander verwoben sind:

One can now think that this is mathematics, not just philosophy
or logic: we think neverthelessthat there is a deep unity between
philosophical and mathematical questions, in what they study, from
apparently di�eren t points of view, the sameobject, namely the vari-
ation during space,time and knowledge. [Ghilardi/Meloni 1991], S.
80.

Die gr•ossereAllgemeinheit ihrer Semantik dr •uckt sich nun unter anderemdarin
aus, da� Prinzipien wie die Notwendigkeit der Identit •at,

a = b � 2 (a = b)

die zum Beispiel von Kripk e in \Naming and Necessity" verteidigt wurde
[Kripk e 1972] oder die Barcan{Formel, nicht allgemeing•ultig sind. Auch ver-
zichten sie auf die Forderung, da� kein Gegenstandsbereich leer ist, so da� das
Schema

8xA (x) � 9xA (x)

nicht g•ultig ist. Interessanterweise lassensich jedoch die Quantorenregeln der

"
free logic\ nachweisen.Eine f•ur Anwendungenin der Sprachphilosophie oder

der Linguistik recht vielversprechend erscheinendeM•oglichkeit diesesSystems
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besteht zum Beispiel darin, da� Konstantensymbole als `partiel l starr ' interpre-
tiert werden k•onnen.9

Ein ein
u�reic hesphilosophisch motiviertes Modellkonzept schlie�lic h liegt
in David Lewis' Counterpart{The orie (vgl. [Lewis 1968]) vor, worauf Gideon
RosensTheorie desmodalen Fiktionalismus (vgl. [Rosen1990]) aufbaut, welche
versucht, die wesentlichen Strukturen der Counterpart{Theorie zu •ubernehmen,
ohne ihre ontologischen Verp
ic htungen einzugehen.

3.2 Bereic herung der Syntax: Fittings Abstraktionsprinzip

Die M•oglichkeiten die Syntax zu bereichern sind im Prinzip nat •urlich nahezu
unbeschr•ankt. Zu den `beliebtesten' solcher Ma�nahmen z•ahlen die Einf •uhrung
eines Existenzpr•adikates, eines Aktualit •atsoperators sowie beliebig vieler mo-
daler Operatoren, die auf geeigneteWeise indiziert und interpretiert werden.
Hierzu vielleicht ein kurzes Beispiel. Wie man leicht einsieht ist ein nat •urlich{
sprachlicher Satz wie

"
Es h•atte einen Gegenstandgeben k•onnen, welcher sich

von allen tats•achlichen Gegenst•anden unterscheidet\ in der •ublichen Syntax
nicht formalisierbar. F•uhrt man jedoch ein Existenzpr•adikat E !, sowie einen
Aktualit •atsoperator A ein, so l•a�t sich der obige Satz wie folgt ausdr•ucken:10

3 (9x): AE!(x)

Eine m.E. recht eintr •agliche Erweiterung der Syntax sei etwas ausf•uhrli-
cher besprochen. Melvin Fitting hat in einer Reihevon Arb eiten11 ein Konzept
weiterentwickelt, welches auf Stalnaker und Thomason zur•uckgeht12 und Ge-
brauch von der sogenannten

"
predicate abstraction\ macht. Dabei geht er von

folgendemProblem aus: Ist eineFormel der Gestalt 2 � (c) gegeben, wobei c ein
Konstantensymbol ist, so ist die Formel auf zweifache Weise| korrespondie-
rend mit einer extensionalenbzw. intensionalenDeutung der Konstanten13 |
interpretierbar (vgl. [Friedrichsdorf 1992], S. 260). Man kann verlangen,da� sie

9Man denke zum Beispiel an eine Konstante l , welche den
"
Finanzminister der Bundes-

republik Deutschland\ in einem zeitlogischen System bezeichne. Dann scheint es durchaus
vern•unftig anzunehmen, da� die Konstante l f•ur eine gewisseZeit starr denotiert (sagen wir
135Tage), machmal nicht denotiert (vielleicht eine Woche) und sich schlie�lic h auf einen neuen
Gegenstand (d.h. eine Person) bezieht.

10 Dieses Beispiel steht in Zusammenhang mit einem von Plantinga [Plantinga 1974] und
Konyndyk [Konyndyk 1986] vorgetragenenontologischen Einwand, da� n•amlich die Standard{
Interpretation der modalen Sprache die Existenz von �ktionalen, nicht{aktualen Gegenst•anden
impliziere. Dies widerspricht verschiedenenSpielarten desmodalen Aktualism us. Man beachte,
da� (9x): AE (x) in einer Welt w wahr ist, falls in w ein Gegenstanda existiert, welcher nicht in
der `wirklic hen' Welt w� vorkommt. F•ur Details konsultiere man [Chihara 1998], insbesondere
S. 22{36.

11 Sieheetwa [Fitting 1991, Fitting 1998].
12 Siehe [Stalnaker/Thomason 1968a] und [Stalnaker/Thomason 1968b].
13 Die Unterscheidung extensional/in tensional geht auf Rudolf Carnap (vgl. [Carnap 1947])

zur•uck. Die F•ahigkeit modaler Sprachen zwischen Intensionen und Extensionen zu di�eren-
zieren ist ein Grund daf•ur, da� sie h•au�g auch als intensionale Sprachen bezeichnet werden.
Die Sprache desklassischen Pr•adikatenkalk•uls wird dementsprechend als extensionaleSprache
bezeichnet.
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in der Welt w wahr ist, falls c in w interpretiert wird und � (c) in allen Welten
gilt, die von w auserreichbar sind (extensionaleDeutung).14 Andererseitskann
man die Formel auch so verstehen,da� sie wahr ist in w, wenn � (c) wahr ist
in jeder erreichbaren Welt v, wobei diesmal c in v interpretiert wird (inten-
sionaleDeutung). Beide M•oglichkeiten entsprechen aber gewissenintendierten
Interpretationen und stimmen lediglich dann •uberein, wenn wir von starr refe-
rierenden Konstantensymbolen ausgehen.15

Interessanterweise f•uhrt der Versuch, das Konzept der Skolemisierung in
die quanti�zierte Modallogik einzubringen,unmittelbar auf die Forderung nach
Zulassungnicht{starr referierenderKonstanten. Wollen wir n•amlich den Exi-
stenzquantor in 2 (9x)� (x) eliminieren, so m•ussenwir im allgemeinen davon
ausgehen,da� wir in verschiedenenWelten verschiedeneGegenst•ande w•ahlen
m•ussen.Die `skolemisierte' Formel 2 � (c) enth •alt dann eine nicht{starr referie-
rende Konstante. Zudem scheinen wir, wenn wir die Formeln (9x)2 � (x) und
2 (9x)� (x) skolemisieren wollen, in beiden F•allen dieselbe Formel, 2 � (c), zu
erhalten.

Fittings Vorschlag l•auft nun im wesentlichen darauf hinaus, die Formel
2 � (c) auf zweifache Weise| korrespondierendmit den zwei Varianten der Sko-
lemisierung | lesbar zu machen, und zwar mit einer syntaktischen Vorschrift,
welche gewisserma�enden `Wirkungsbereich' einesTerms festlegt. Formal be-
reichert er die Mengeder Formeln | •ahnlich wie im Lambda{Kalk •ul | durch
folgendeVorschrift:

� Ist � eine Formel, x eine Variable und t ein Term, so ist der Ausdruck
(�x:� )( t) eine Formel.

Den beidenobigen Interpretationen von 2 � (c) entsprechen nun die syntaktisch
verschiedenenFormeln 2 (�x:� (x))( c) und (�x: 2 � (x))( c). Die erste Formel in-
terpretiert man so, da� sie besagt,da� c die `Eigenschaft' � (x) notwendig hat.
Dabei darf c in jederWelt verschiedeninterpretiert werden,c ist im Wirkungsbe-
reich der `Box'. Die Zweite hingegenbehauptet, da� c einegewisseEigenschaft,
`notwendigerweise � ', hat. Hier geht man davon aus, das die Referenzvon c
von Welt zu Welt konstant bleibt. Auf der semantischen Ebenewird dies nun
realisiert, indem man zu den •ublichen Klauseln der Erf •ullungsbeziehung in der
Standard{Kripk e{Semantik die folgendeWahrheitsbedingung hinzuf •ugt:

� Ist M ein Modell, � eineBelegungder Variablen, w eineWelt und bezeich-
net a = � (t; w) die Interpretation desTerms t in w, so de�niert man:16

hM ; � i � (�x:� )( t)[� ] gdw hM ; � i � � [� [ax ]]

Mit diesemformalen Apparat lassensich nun verschiedene Probleme auf ele-
gante Weisebehandeln.Das Prinzip der Notwendigkeit der Identit •at

(a = b) � 2 (a = b)
14 Dies verlangt o�en bar die Monotonie{Bedingung.
15 Man betrachte etwa die beiden folgenden Beispiels•atze:

"
The President of the United

States someday won't be the President of the United States.\ und
"
The President of the

United States might not have been Bill Clin ton.\ .
16 Hierbei steht � [ax ] f•ur diejenige Belegung, die x mit a belegt und ansonstenmit � •uberein-

stimmt.
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zerf•allt z.B. | wie oben angedeutet| in zwei Versionen.Dies erm•oglicht eine
subtilere Behandlung des Problems der Substitution, was unter anderem ei-
ne zufriedenstellendeFormalisierung des`Morgenstern/Abendstern'{ Problems
erm•oglicht. Dar•uberhinaus l•a�t sich nun sowohl Russells Theorie der Kenn-
zeichnungenauf modale Kontexte ausdehnenwie auch | dies ausnutzend |
das Reden •uber �ktionale Gegenst•ande auf gewinnbringende Weiseformalisie-
ren. Ausf•uhrliche Diskussionender philosophischen Anwendungen�ndet man
in [Fitting/Mendelsohn 1998].

3.3 Zur Individuierung von Gegenst •anden und Eigenschaften

Kommen wir an dieserStelle noch einmal auf
"
Pierre's Puzzle\ zu sprechen.17

Hier geht esum inkonsistenteGlaubensinhalte. Der kleine Pierre referiert auf die
Stadt London sowohl mit dem englischen

"
London\ wie auch mit dem franz•osi-

schen
"
Londres\ , wobei er mit den assoziiertenOrten | die, wie er glaubt,

nicht identisch sind | v•ollig verschiedene Eigenschaften verbindet. Dies kol-
lidiert nun mit dem von Kripk e verteidigten Prinzip der Notwendigkeit der
Identit •at18 bzw., falls man dies akzeptiert, mit dem Leibnizschen Prinzip der

"
Ununterscheidbarkeit von Identischem\ , von welchem Kripk e in \Naming and

Necessity" sagt:

Already whenI workedon modal logic it had seemedto me[. . . ] that
the Leibnitzian[!] principle of the indiscernibilit y of identicals was
as self{evident as the law of contradiction. That somephilosophers
could have doubted it always seemedto me bizzare. [Kripk e 1972],
S. 3.

Folgerichtig ist diesesProblem in der klassischen Semantik | zumindest wie
Kripk e sie versteht | nicht interpretierbar. Gibt man jedoch die Funktiona-
lit •at von Gegenst•uckrelationen auf | wie dies schon David Lewis tat und in
verallgemeinertenKripk e{Typ Semantik en m•oglich ist | sok•onneneinem Ge-
genstandzwei verschiedeneGegenst•ucke in einer anderen

'
m•oglichen Welt` ent-

sprechen. Diese w•urden dort mit ihren verschiedenenEigenschaften
'
friedlich`

koexistieren, und Konsistenz und Leibniz' Prinzip w•aren
'
gerettet̀ . Mit ande-

ren Worten, solche inkonsistenten Glaubensinhaltek•onnenin verallgemeinerten
Kripk e{Semantik en relativ problemlos modelliert werden.

Zwischen Theorien der Identit •at und Verallgemeinerungender klassischen Se-
mantik besteht alsoein direkter Zusammenhang.Demzufolgeinduziert die klas-
sischeKripk e{Semantik einesehreinfacheund, wie oft behauptet wird,

"
nat•urli-

che\ Theorie der Identit •at. Jedoch ist gleichzeitig der Begri� desIndividuums,
der dieserSemantik zugrundeliegt, hochgradig statisch und trivialisiert. In die-
sem Zusammenhangw•are nun z.B. eine genaueinhaltlic he Kl •arung der (alge-
braischen) Bedingungenan Transformationen zwischen

'
abstrakten` n{T upeln

17 Dies ist ein in der philosophischen Literatur ausf•uhrlic h diskutiertes Problem der
`Glaubens{Zuschreibung' und geht auf Saul Kripk esAufsatz

"
A Puzzle Ab out Belief\ zur•uck

(siehe [Kripk e 1979]). Die hier gegebene Darstellung beansprucht jedoch nicht, die ganzephi-
losophische Komplexit •at des Problems widerzuspiegeln.

18 Allerdings nur, falls man auch Kripk esForderung akzeptiert, da� Namen starr referieren.
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| wie sie die Metaframe{Semantik vorschreibt (vergleiche Kapitel 5) | zu
erbringen, um aufzukl•aren, inwiefern verallgemeinerteSemantik en diesen

'
sta-

tischeǹ Individuenbegri� •uberschreiten. In der klassischen Semantik ist ein Ge-
genstandeine

'
blo�e H•ulle`, der in jeder m•oglichen Welt beliebigeEigenschaften

•ubergest•ulpt werden k•onnen. Dies war auch einer der Quineschen Einw•ande
gegendie quanti�zierte Modallogik, zu dessenKritik abschlie�end noch kurz
Stellung genommenwerden soll.

Wie Fitting und Mendelsohnin [Fitting/Mendelsohn 1998] bemerken, beruhen
die Zweifel an der M•oglichkeit quanti�zierter Modallogik in der Regel auf der
fehlendenEinsicht, wie verschiedenem•ogliche Lesartenbez•uglich der de re und
de dicto Unterscheidung von Notwendigkeit zu realisieren sind. Nach Quines
Au�assung ist esnicht koh•arent m•oglich, Gegenst•anden | unabh•angig davon,
wie wir auf sie referieren | notwendige oder kontingente Eigenschaften zuzu-
weisen.Er sagt in [Quine 1961], S. 148:

Being necessarilyor possibly thus and so is in general not a trait
of the object concerned,but dependson the manner of referring to
the object.

In
"
Three Gradesof Modal Involvement\ [Quine 1953] unterscheidet Quine drei

Lesarten von
"
Notwendigkeit\ . Auf der ersten | unproblematischen | Ebene

wird
"
2 \ als metalinguistischesPr•adikat verstanden.Auf der zweiten Stufe ist

"
2 \ ein Satzoperator wie die Negation, der auf Formeln ohne freie Variablen

angewandt wird. (DieseInterpretation benutzt man etwa in der Regelin der mo-
dalenAussagenlogik.)Auf der dritten Stufe schlie�lic h darf

"
2 \ auf Formeln mit

freien Variablen angewandt werden | wie etwa in
"
2 (x � 7)\ |, und dies ist

das Niveau, das f•ur die Kombination mit Quantoren erforderlich ist. An dieser
Stelle konkretisiert Quine auch einen seiner Einw•ande gegendie quanti�zierte
Modallogik. Der Satz

"
9 � 7\ scheint notwendig,wohingegender Satz

" '
Die An-

zahl der Planeteǹ � 7\ lediglich kontingent zu sein scheint, w•ahrend wir doch
in beidenF•allen •uber denselben Gegenstand,die Zahl 9, reden.Folgt man hier-
in Quine, so erscheint das Quanti�zieren in intensionale Kontexte unm•oglich.
Ohne hier n•aher ins Detail gehen zu k•onnen, sei nur angedeutet, wie solche
Problemedurch einegeeignetede re/de dicto{Un terscheidung aufgel•ost werden
k•onnen.K •urzen wir den Term

"
Die Anzahl der Planeten\ durch

"
t\ ab und nut-

zen den oben eingef•uhrten Lambda{Op erator, so ergeben sich zwei syntaktisch
unterschiedliche Formalisierungen:

� h�x: 2 (x � 7)i (t) bzw.

� 2 h�x:x � 7i (t)

Die erste ist einede re Formalisierung und besagt,da� die Anzahl der Planeten,
d. i. die Zahl 9, notwendigerweisegr•o�er oder gleich 7 ist. Dies nehmenwir als
wahr an. Die zweite hingegen| einede dicto Formalisierung | behauptet, da�
esnotwendig ist, da� die Anzahl der Planeten gr•o�er oder gleich 7 ist. Aber die
Welt h•atte andersaussehenk•onnen; folglich nehmenwir dies als falsch an.
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4 Die Funktor{Seman tik

Die Funktor{Semantik, die Silvio Ghilardi in seinerArb eit [Ghilardi 1989] ein-
gef•uhrt hat, soll hier nur in aller K •urze de�niert werden,um einendirekten Ver-
gleich mit der in Kapitel 7 vorgestelltenSemantik zu erlauben. Hierzu bedienen
wir uns der Pr•asentation der Semantik, wie sie in [Skvortsov/Shehtman 1993]
zu �nden ist.

SeiC = hObC; M orCi einekleine Kategorie, d.h. die KlassenObC und M orC der
Objekte bzw. Morphismen von C seien Mengen (keine echten Klassen). Jede
solche kleine Kategorie besitzt eine Frame{Repr•asentation F = hW; �i , indem
man W := ObC de�niert und f•ur Elemente u; v 2 W festsetzt:

u � v :( ) C(u; v) 6= ; ;

wobei C(u; v) die Menge aller Morphismen in M orC von u nach v bezeichne.
Eine C{Menge ist dann ein mengenwertiger Funktor •uber C. Das hei�t eine C{
Menge•uber einer kleinen Kategorie Cwird de�niert als ein Trip el F = hF; D; Ei ,
wobei D = (Du)u2 F eine Familie nicht{leerer disjunkter Mengen sei und E =
(E � )� 2 M orC einedurch Morphismen ausC indizierte Familie von Funktionen, so
da� E � : Du � ! Dv eine Funktion mit De�nitionsb ereich D u und Bildb ereich
Dv ist, falls � 2 C(u; v) ist. Zus•atzlich fordert man E � � � = E � � E � sowie
E id � = idD � .

Elemente u 2 W fa�t man als m•ogliche Welten auf und dementsprechend die
Menge Du als Individuenbereich der Welt u. Eine Interpretation in eine C{
MengeseieineAbbildung I , die jedemn{stelligen Relationssymbol P und jeder
m•oglichen Welt u eine Teilmengedes n{dimensionalen kartesischen Produkts
von Du zuordnet. Schlie�lic h sei ein C{Mo dell de�niert als ein Trip el hC; F; I i .
Ist nun eineBelegung� u der Variablen in den Gegenstandsbereich D u der Welt
u gegeben, so de�niert man die Erf •ullungsbeziehung � wie folgt:

(a) � u 2?

(b) � u � R(y1; : : : ; yn ) :( ) h� u(y1); : : : ; � u(yn )i 2 I u(R).

(c) � u � : � :( ) � u 2 � .

(d) � u � � ^  :( ) � u � � und � u �  .

(e) � u � � � (y1; : : : ; yn ) :( ) f•ur alle v 2 W und alle E � : Du � ! Dv gilt
E � � � u � � (y1; : : : ; yn ).

(f ) � u � � � (y1; : : : ; yn ) :( ) es gibt ein v 2 W und ein E � : Du � ! Dv , so
da� E � � � u � � (y1; : : : ; yn ).

(g) � u � 8x� (x) :( ) f•ur alle a 2 Du gilt � a
x � � (x).

(h) � u � 9x� (x) :( ) esgibt ein a 2 D u , so da� � a
x � � (x).
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An diesen De�nitionen ist bereits ersichtlich, da� die Semantik | so formu-
liert | f•ur Erweiterungenvon S4 ma�geschneidert ist. Andererseitsd•urfte klar
sein,da� sich die Forderungennach der Existenz identischer Abbildungen bzw.
`Kompositionsabbildungen'problemlosauch eliminieren lassen,waseinenledig-
lich dazu zwingt, die Formulierung in kategorieller Sprache aufzugeben.

Es wurde schon erw•ahnt, da� die Funktor{Semantik allgemeiner ist als al-
ternativ e Semantik en, wie Kripk e sheaves und Kripk e bundles, weshalb wir
darauf verzichten wollen diese n•aher zu besprechen. Gleichfalls wurde schon
darauf hingewiesen,da� sich die Funktor{Semantik insbesondereals Werkzeug
bew•ahrt hat, weitreichende Unvollst•andigkeitsresultate bzgl. der klassischen
Kripk e{Semantik zu erhalten. Ein typisches Resultat, [Ghilardi 1991] entnom-
men, lautet wie folgt. Dabei stehe f•ur eine modale AussagenlogikL der Aus-
druck QL f•ur diejenige modale Pr•adikatenlogik, die auf die •ubliche Weiseaus
einer Kombination der Logik L und klassischer Pr•adikatenlogik hervorgeht.

Satz 4.1 (Ghilardi 1991) Sei L � S4 eine Erweiterung der modalen Aussa-
genlogik S4. Ist QL vollst•andig bzgl. einer Klasse von Kripke{F rames, so gilt
entweder L � S5 oder L � S4:3.

Vollst•andigkeitsresultate sind hingegenrecht rar ges•aht. So wei� man von der
Frame{Vollst•andigkeit der Logiken QS4, QS:4:2, QS4:3 sowie aller Logiken
QL , falls L � S5 eine Erweiterung von S5 ist (Kripk e, Ghilardi, Corsi). In
der Tat konnte man noch zu Beginn der 1980erJahre die folgendeVermutung
•au�ern, welche jedoch bereits in [Ono 1983] widerlegt werden konnte:

Whenever a propositional modal logic L is completewith respect
to a certain classof frames, its canonical predicate-logical version
QL as de�ned above will be complete with respect to someclassof
inhabited frames. [Hughes/Cresswell 1984]

Eine ansprechendeDiskussiondesZusammenhangszwischen Standard{Kripk e{
Semantik en und `funktionalen' Semantik en im Stil der Funktor{Semantik �n-
det man in [van Benthem 1993]. Schlie�lic h diskutiert Giovanna Cepparello
`funktionale' Semantik en aus einer verst•arkt philosophischen Perspektive in
[Cepparello 1991a].
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5 Metaframes: Mathematisc he Asp ekte

In diesemAbschnitt m•ochte ich die Metaframe{Semantik in ihren technischen
Aspekten skizzieren. Dabei werden der de�nitorisc he Teil in einiger Ausf•uhr-
lichkeit, die Folgerungen und mathematischen Resultate skizzenhaft und oh-
ne Beweise pr•asentiert. 19 Wir folgen hier Skvortsov und Shehtman, indem
wir zun•achst nur Erweiterungender quanti�zierten Logik S4 behandeln.Diese
wird mit QS4 bezeichnet. Die •Ubertragung der Ergebnisseauf andereLogiken
scheint aber durchaus m•oglich zu sein. Insbesondereist o�enbar eine Ausdeh-
nung auf Erweiterungen von K problemlos.

5.1 Metaframes

Im folgendenstelle ich die wichtigsten Begri�e und De�nitionen zur Verf•ugung,
die im weiteren zugrunde gelegt werden. Es seien Var = f v1; v2; : : :g ei-
ne abz•ahlbare Menge von Variablen und | f•ur ein beliebiges m � 0 |
PL m = f F m

1 ; F m
2 ; : : :g eine abz•ahlbare Menge m{stelliger Pr•adikatensymbole

respektive. 0{stellige Pr•adikatensymbole spielen hierbei die Rolle von Aussa-
genvariablen. Man beachte, da� eine rein relationale Signatur keine wirklic he
Beschr•ankung bedeutet. Funktions- und Konstantensymbole k•onnen de�nito-
risch `simuliert' werden.Atomare Formeln sind von der Gestalt P m (x1; : : : ; xm ),
wobei Pm 2 PL m und die x i Variablen aus Var sind. Betrachten wir Logiken
mit Identit •at, so geh•oren zu den atomaren Formeln au�erdem alle Formeln der
Gestalt x := y. In der •ublichen Weisewerdendie modalen Formeln ausden logi-
schen Konstanten ? ; ! ; 3 und 9 aufgebaut, anderelogische Konstanten de�ni-
torisch eingef•uhrt. Die Ausdr•ucke AF ; M F und M F

:= bezeichnen nun respekti-
ve die Mengender atomaren, modalen und modalen Formeln mit Identit •at. Mit
( �y=�x)A bezeichnen wir wie •ublich die simultane Ersetzung aller freien Vorkom-
men der x i in A durch yi unter Beachtung der Konventionen bez•uglich Varia-
blenkollision. Schlie�lic h ist eine zweitstu�ge Substitutionsinstanz (C=Pn ( �x))A
von A gegeben durch die Ersetzung jeden Vorkommensvon P n ( �y) in A durch
( �y=�x)C, wobei C eine modale Formel mit den freien Variablen �x ist und m•ogli-
cherweisegebundeneVariablen umbenannt werdenm•ussen.Eine modale Pr•adi-
katenlogik wird dann wie folgt de�niert:

De�nition 5.1 Eine modalePr•adikatenlogik (mit oder ohneIdentit •at) ist eine
Menge L � M F (

:
= ) von Formeln , welchealle Axiome des klassischenPr •adi-

katenkalk•uls (mit oder ohne Identit •at) sowie der S4{L ogik enth•alt und abge-
schlossenist unter Modus Ponens (A; A ! B j B ), Generalisierung (A j 8xA ),
zweitstu�ger Substitution (ist A in L so auch alle zweitstu�gen Substitutions-
instanzen von A) und der Box{Regel (A j 2 A).

Ist uns eine modale Pr•adikatenlogik L gegeben, so bezeichnen wir mit L P das
aussagenlogische Fragment dieser Logik, welches einfach alle Formeln aus L

19 Dabei sind alle Resultate, wenn nichts Gegenteiliges erw•ahnt wird, aus der Arb eit
[Skvortsov/Shehtman 1993] entnommen.
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aussondert,die ausschlie�lic h Aussagenvariablen (d.i. 0{stellige Pr •adikate) ent-
halten. Die FormelmengeL P ist dann o�ensichtlich eine modale Aussagenlogik
im gew•ohnlichen Sinne. Eine letzte De�nition wird von Bedeutung sein. Mit
A [m] bezeichnen wir die Formel, welche aus A dadurch entsteht, da� wir jedes
Vorkommen einer atomaren Formel der Form P k ( �x) durch die entsprechende
(k + m){stellige atomare Formel P k+ m ( �x; �z) ersetzen,wobei die zi nicht in A
vorkommen d•urfen.

5.1.1 Die Standard Semantik

Um die `Eigenarten' der Metaframe{Semantik bessereinsehenzu k•onnen, sei
noch kurz die klassische Kripk e{Semantik angegeben. Dort ist ein pr •adikaten-
logischesKripk e{Frame de�niert als ein Trip el F = (F; � ; D), wobei (F; � ) ein
aussagenlogisches Frame ist und D = (D u)u2 F eine Familie von Gegenstands-
bereichen, indiziert durch die `Welten' u aus F . Wie oben erw•ahnt, sind an
dieser Stelle nun f•ur gew•ohnlich einige Entscheidungen zu tre�en hinsichtlich
der Interpretation der Pr•adikate, der Wahl der Gegenstandsbereiche etc. Der
Einfachheit halber begn•ugen wir uns hier mit einer einfachen Version. Eine
Interpretation � in F sei eineAbbildung, welche jedem m{stelligen Pr •adikaten-
symbol Pm und jeder Welt u 2 F eine Teilmengedesm{stelligen kartesischen
Produkts von Du zuordnet, kurz � u(Pm ) � (Du)m .20 Pr•adikate k•onnen in der
Welt u also nicht auf Gegenst•ande zutre�en, die in u nicht existieren (blo�
m•ogliche Objekte sind). Ferner erf•ulle die Familie D von Gegenstandsbereichen
die Monotoniebedingung aus Kapitel 2. Die Erf •ullungsbeziehung ist dann f•ur
Formeln in der erweiterten Sprache L D u

21 bez•uglich einer Welt u und einer
Interpretation � in der •ublichen Weisewie folgt de�niert:

(a) h� ; ui � P 0 gdw u 2 � u(P0).

(b) h� ; ui 2 ? .

(c) h� ; ui � B ! C gdw h� ; ui 2 B oder h� ; ui � C.

(d) h� ; ui � 3 B gdw esein v in F gibt mit v � u und h� ; vi � B .

(e) h� ; ui � P m (a) gdw a 2 � u(Pm ) f•ur jedesm � 0 und a 2 (D (u) )m .

(f ) h� ; ui � a := b gdw a = b in D (u) .

(g) h� ; ui � 9xA gdw esein a 2 D (u) gibt, mit h� ; ui � (a=x)A.

Die Formel A hei�t dann wahr bzgl. � , falls f•ur alle u 2 F : h� ; ui � [8]A gilt. 22

Schlie�lic h sagt man, da� A allgemeing•ultig in F ist, falls A bzgl. jeder Inter-
pretation � in F wahr ist. Die Mengealler allgemeing•ultigen Formeln in einem
gegebenenFrame bildet dann eine modale Pr•adikatenlogik. Insbesonderehei�t

20 Um den Fall der 0{stelligen Pr•adikate, d.h. der Aussagenvariablen, abzudecken, vereinbart
man zus•atzlich: � u (P 0) � f ug.

21 Die erweiterte Sprache L D u geht dabei aus L hervor, indem f•ur jedes Element a aus D u

eine neue Konstante a in die Sprache aufgenommen wird.
22 Dabei bezeichnet [8]A den universellen Abschlu� von A.
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eine modale Pr•adikatenlogik L Kripke{vol lst•andig, falls sie durch eine Familie
von Framescharakterisiert wird, d.h. falls L =

T
i 2 I M L ( :=) (Fi ) gilt. 23

5.1.2 Metaframes de�niert

Notationen
Zur Formulierung der Metaframe{Semantik m•ussenzun•achst noch einige Be-
gri�e und Notationen eingef•uhrt werden.

P
0 sei die Einschr•ankung der Ka-

tegorie SET von Mengen und Abbildung zwischen diesenauf die Menge ! von
endlichen Ordinalzahlen. Wir nutzen eineisomorpheKopie

P
dieserKategorie,

derenObjekte von der Gestalt I 1 = f 1g, I 2 = f 1; 2g, I 3 = f 1; 2; 3g etc. sind und
deren Morphismen mengentheoretische Abbildungen zwischen diesenObjekten
sind. Wir schreiben kurz m f•ur I m und bezeichnen mit

P
(m; n) die Mengealler

Abbildungen von m nach n. Weiter bezeichne
P inj: (m; n) die Menge aller in-

jektiv en Abbildungen von m nach n. Man k•onnte auch schlichter sagen,
P

sei
die Menge der nat•urlichen Zahlen zusammenmit allen Abbildungen zwischen
diesen.24 Einige spezielle Notationen und Abbildungen aus

P
(m; n) sind nun

f•ur die Formulierung der Erf •ullungsbeziehung in der Metaframe{Semantik von
besondererBedeutung.

Notation 5.1 � F•ur eine beliebigeAbbildung� 2
P

(m; n) sei die minima-
le Ausdehnung � + 2

P
(m + 1; n + 1) durch � + (m + 1) := n + 1 de�niert.

Es ist also � + jm = � . Die Abbildung j n 2
P

(n � 1; n) sei de�niert als
j n := id(n � 1; n). Die (eindeutig bestimmte) `leere' Abbildungvon ; nach
n sei mit � n bezeichnet.Man beachte, da� dieseAbbildungper de�nitio-
nem injektiv ist. Die Projektionsabbildungprn;i 2

P inj: (1; n) sei zuletzt
gegeben durch prn;i (1) := i .

� F•ur ein Variablen n{T upel �x = (x1; : : : ; xn ) de�nier en wir �x � als das
Variablen m{T upel (x � (1) ; : : : ; x � (m) ).25

� Ist z 2 Var eine Variable und �x ein Variablen n{T upel, so bezeichnet
�x � z dasjenigeVariablentupel, welchesaus �x durch L•oschungs•amtlicher
Vorkommenvon z entsteht. Bestehtalso �x ausn verschiedenenVariablen,
so ist die L•ange des Variablentupels �x � z entweder n � 1 oder n, je
nachdem,ob z in �x vorkommt oder nicht.

� �x + z := ( �x � z; z) sei dann dasjenigeVariablentupel, welchesaus �x � z
durch Anh•angenvon z entsteht.

� Schlie�lich wird die L•angedesVariablentupels �x + z von Bedeutungsein.
Diese wird mit n0 bezeichnet.Kommt z in �x vor (wobei �x aus distinkten
Variablen bestehe),so ist n0 = n, andernfalls = n + 1.

23 M L (
:
=) (F i ) bezeichnet die durch das Frame F i bestimmte Logik.

24 Die kategorielle Formulierung ist hier nicht von substantieller Bedeutung, sondern lediglich
als abk•urzende Sprachregelung aufzufassen.

25 Die Abbildung � `w•ahlt' also m der n Indizes aus �x aus.
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� In dieser Notation gibt es also eine Abbildung� �x � z 2
P inj: (n0� 1; n), so

da� �x � z = �x � � �x � z = ( �x + z) � j n0 gilt. Die Abbildung� �x� z vollzieht also
gerade die gew•unschteTransformation desVariablentupels �x zu �x � z. 26

Metaframes
Wir kommennun zur De�nition der Metaframes.Ein Metaframe wird de�niert
als ein Paar F = (D; �), wobei D = (D n ; � n )n2 ! eine (abz•ahlbare) Folge von
Framesseiund � = (� � )� 2 M or

P eineFamilie von Abbildungen indiziert durch
Morphismen aus

P
, so da� � � : Dn � ! Dm eine Abbildung von Dn nach Dm

ist, falls � 2
P

(m; n) gilt. Man sagt dann, F seiein Metaframe •uber dem Frame
F, falls F = (D0; � 0) gilt. Informell kann man F als Frame `m•oglicher Welten'
au�assen, Dn f•ur n � 1 als `n{dimensionalen Individuenbereich', die Relatio-
nen � n als Erreichbarkeitsrelationen zwischen `abstrakten' n{dimensionalen In-
dividuen und schlie�lic h die Abbildungen � � als `abstrakte Transformationen'
zwischen n{ und m{dimensionalen Objekten. Ist etwa a ein n{dimensionales
Individuum aus Dn sowie � 2

P
(m; n), also � � eine Abbildung von Dn nach

Dm , so bezeichnet � � (a) ein Element aus Dm . Dies k•urzen wir auch mit a� ab
und sprechen von einer � { Transformation von a.

Wir k•onnen nun mit Hilfe der Projektionsabbildungen � � n die MengeDn;u

der n{dimensionalen Individuen in der Welt u de�nieren. 27 Man setze ein-
fach Dn;u := (� � n )� 1(u), so da� wir eine Zerlegung D n =

S
u2 F Dn;u des n{

dimensionalenIndividuenbereichs erhalten.

Die Erf •ullungsb eziehung
Es verbleibt nun noch die Aufgabe anzugeben, wie die G•ultigk eit einer moda-
len Formel A in einem Metaframe de�niert sein soll. Eine F{ Formel der Stufe
n sei hierzu erkl•art als ein Trip el (a; �x; A), wobei a ein Element aus D n sei,
�x eine Folge distinkter Variablen, so da� F V(A) � �x und schlie�lic h A eine
Formel, die h•ochstens n freie Variablen habe.28 Eine Interpretation in einen
Metaframe sei eine Abbildung � , welche jedem m{stelligen Pr •adikatensymbol
Pm eineTeilmenge� (P m ) desm{dimensionalen Individuenbereichs D m zuord-
net. Ein MetaframeModell ist dann wie •ublich de�niert alsein Paar M = (F; � ).
Wir erkl•aren nun allgemeindie G•ultigk eit einer F{Formel in einemsolchen Mo-
dell. Ist insbesonderen = 0, so ist A eine Aussageund a 2 D 0 eine Welt aus
F.

1. h� ; ai � P m ( �x � )[ �x] gdw � � (a) 2 � (Pm ).

2. h� ; ai 2 ? [�x].

3. h� ; ai � (x i
:= x j )[ �x] gdw � pr n;i (a) = � pr n;j (a).

4. h� ; ai � (B ! C)[ �x] gdw � ; a 2 B [�x] oder h� ; ai � C[�x].

26 Genauer sieht die Abbildung � �x � z wie folgt aus: Kommt z in �x vor, ist also etwa = x i , so
ist n0 = n und � �x � z (j ) = j f•ur 1 � j < i und � �x � z (j ) = j + 1 f•ur i � j � n � 1. Kommt z
nicht in �x vor, so ist n0 = n + 1 und � �x � z = id(n).

27 Man erinnere sich: Nach De�nition ist � n : I 0 � ! I n , so da� � � n : D n � ! D 0 gilt.
28 Dabei steht die Bezeichnung F V (A) f•ur die Menge der freien Variablen von A.
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5. h� ; ai � 3 B [�x] gdw esein b 2 D n gibt mit a � n b und h� ; bi � B [�x].

6. h� ; ai � 9zB [�x] gdw esein b 2 D n0 gibt mit � j n 0(b) = � � �x � z (a),
so da� h� ; bi � B [�x + z].

Sei nun �x eine Folge von n (verschiedenen) Variablen mit F V(A) � �x. Die
Formel A hei�t nun wahr unter der Interpretation � bzgl. �x (Notation: � �
A[�x]), falls f•ur jedes a 2 Dn : h� ; ai � A[�x] gilt. Eine modale Formel A hei�t
allgemeing•ultig in F (Notation: F � A) , falls f•ur jedes Variablentup el �x �
F V(A) und jede Interpretation � in F, � � A[�x] gilt.

Wir de�nieren nun die MengeM L ( :=) ] (F) := f A 2 M F ( := ) j F � Ag aller mo-
dalen Formeln A, die in einemgegebenenFrame allgemeing•ultig sind, sowie die
Menge M L (

:
= )(F) := f A 2 M F (

:
=) j f•ur alle n � 0 : F � A [n]g. O�ensichtlich

gilt dann M L (
:
=) (F) � M L (

:
= )] (F).

5.1.3 Korrektheit

Es stellt sich heraus,da� die so de�nierte MengeM L (
:
=) ] (F) von modalen For-

meln i.A. weder eine modale Pr•adikatenlogik im oben gegebenenSinne bildet,
noch eine Erweiterung der Logik QS4 sein mu�. Man kann z.B. einen Meta-
frame F angeben, so da� M L ( :=) ] (F) nicht unter Substitutionen abgeschlossen
ist. Um diesenDefekt der Semantik zu beheben, werden im n•achsten Abschnitt
drei logische Korrektheitsb edingungen an Metaframes formuliert. Man kann
dann zeigen, da� sich diese Korrektheitsb edingungen •aquivalent als algebrai-
sche Bedingungenan die Struktur der Metaframesformulieren lassen,d.h. ohne
Bezugnahmeauf Formeln oder G•ultigk eit.

Logisc he Korrektheitsb edingungen

(I) LogischeKorr ektheit: M L (
:
=) (F) ist eine modale Pr•adikatenlogik.

(I I) Wahrheitsinvarianz: F•ur jede modale Formel A 2 M F ( := ) und jede
Interpretation � in F h•angt der Wahrheitswert von � � A[�x] nicht von der
Wahl von �x ab, vorausgesetzt,da� �x � F V(A) gilt.

(I I I) Invarianz gegen•uber Variablenumbenennung: F•ur jede Formel A, jedes
� 2

P
(m; n) und beliebigeFolgen �x = (x1; : : : ; xn ) und �y = (y1; : : : ; ym )

von n bzw. m verschiedenenVariablen mit F V(A) � �y, sowie jede Inter-
pretation � in F und jedesa 2 D n gilt:

h� ; ai � ( �x � j �y)A[�x] gdw h� ; � � (a)i � A[�y]:

Ein Spezialfall von (I I I) ist die folgende,in ihrer Bedeutung einfacher zu durch-
schauendeBedingung:

(I I I) ] Invarianz der G•ultigkeit: F•ur jede Formel A 2 M F ( := ) , jedes � 2P inj: (m; n), jede beliebige Folge �x = (x1; : : : ; xn ) von n verschiedenen
Variablen mit F V(A) � �x, sowie jede Interpretation � in F und jedes
a 2 Dn gilt:

h� ; ai � A[�x] gdw h� ; � � (a)i � A[�x � ]:
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Die Bedingung (I) ist o�enbar eine notwendige Bedingung, um eine ad•aqua-
te Semantik f•ur die quanti�zierte Modallogik zu erhalten, vorausgesetzt,man
akzeptiert die oben gegebeneDe�nition modaler Pr •adikatenlogiken. Die Bedin-
gung (I I) erlaubt es, die Wahrheit einer Formel unter einer Interpretation zu
de�nieren. Tats•achlich kann bei einembeliebigenMetaframe die G•ultigk eit einer
Formel von dem gew•ahlten Variablentup el �x mit F V(A) � �x abh•angen! (I I I) ]

besagt, da� die G•ultigk eit einer Formel in einem `Punkt' nicht vom gew•ahl-
ten Variablentup el abh•angen soll. Man beachte, da� man | •andert man das
Variablentup el �x zu �x � ab | die Formel A nunmehr statt in D n in Dm in-
terpretieren mu�. Die f•ur uns relevanten Metaframes werden also im folgenden
ausschlie�lic h korrekte Metaframes im obigen Sinne sein. Diese generierendie
anvisierte (maximale) Kripk e{Typ{Semantik. Wir nennenMetaframes, welche
die Bedingungen(I) bis (I I I) erf•ullen M ( :=) { korrekte Metaframes.

Algebraisc he Charakterisierung
Entscheidend ist nun, da� sich die logische Korrektheit •aquivalent durch al-
gebraische Bedingungenan Metaframes charakterisieren l•a�t. Wir nennen ein
Metaframe F modal, falls esdie folgendensechs Bedingungenerf•ullt:

(0) � � 1 (D1) = F.

(1) Sei � 2
P

(m; n) und a; b 2 Dn beliebig. Dann gilt: Falls a � n b, so
� � (a) � m � � (b).

(2) Seien� 2
P

(m; n), a 2 Dn und c 2 Dm . Falls � � (a) � m c, so existiert
ein b 2 Dn mit a � n b sowie � � (b) = c.

(3) Lift{Eigenschaft: Seien� 2
P

(m; n), a 2 Dn und b 2 Dm+1 . Ist � � (a) =
� j m +1 (b) = d 2 Dm , so existiert ein c 2 Dn+1 , so da� � � + (c) = b und
� j n +1 (c) = a.

(4) Seien� 2
P

(m; n) und � 2
P

(k; m). Dann gilt: � � � � = � � � � � .

(5) � id (n) = 1D n (identische Abbildung).

Die Bedingungen(1) und (2) besagen,da� � � ein p{Morphism us29 von (Dn ; � n )
auf ein erzeugtesSubframevon (D m ; � m ) ist. Man beachte, da� dieskeine son-
derlich obskureBedingung ist. Schlie�lic h handelt essich bei p{Morphismen um
die einfachsten wahrheitserhaltenden Abbildungen. Wir ziehen zun•achst eini-
ge Konsequenzenaus der obigen De�nition, um deutlicher zu machen, welche
Strukturen sie auferlegt. Aus (4) folgt zun•achst, da� � � n = � � m � � � f•ur je-
des � aus

P
(m; n) sowie aus (4) und (0) die Eigenschaften � � n (Dn ) = F undS

n> 0 � � n = F. Tats•achlich ist die Bedingung (0), falls man (4) und (5) voraus-
setzt, •aquivalent zu den beiden folgendenAussagen:

(0)[ S
n> 0 � � n (Dn ) = F

(6) Falls � aus
P inj: (m; n) ist, so gilt � � (Dn ) = Dm .

29 F•ur exakte De�nitionen der Begri�e p{Morphism us, erzeugtesSubframe etc. konsultiere
man z.B. [Kracht 1999] oder [Chagrov/Zakhary aschev 1997].
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Grob gesagt gew•ahrleisten uns diese Forderungen, da� sich die Abbildungen
zwischen `abstrakten' n{T upeln gewisserma�en`angenehm'verhalten. Es mag
an dieserStelle instruktiv sein zu sehen,welche Relevanz die verschiedenenBe-
dingungenzum Beispielbeim Nachweisder Korrektheitsb edingung(I I I) ] haben.
Die sogenannte `Lift{Eigenschaft' sichert hier die Existenz einesIndividuums,
welches im `Quantorenschritt' des induktiv en Beweisesder Korrektheitsb edin-
gung ben•otigt wird. Die Eigenschaft (4) wird bei der Behandlung der Pr •adikate
eingesetzt,w•ahrend (1) und (2) (p{Morphism us) im `Box{Schritt' ausgenutzt
werden.

Schlie�lic h nennen wir ein m{Metaframe ein modales Metaframe f•ur die
Gleichheit (kurz: m

:
= {Metafr ame), falls zus•atzlich zu (0) { (5) die Bedingung

(0)] Seiena; b in Dn f•ur ein n � 0. Falls dann � pr n;i (a) = � pr n;i (b) f•ur alle
i � n, so gilt a = b.

erf•ullt ist. Der Zusammenhangzwischen logisch korrekten und modalen Meta-
frames wird nun in zwei Schritten hergestellt. Zun•achst kann man zeigen,da�
jedesmodale Metaframe tats•achlich ein logisch korrektes Metaframe ist.

Satz 5.1 (Korrektheitssatz) Jedesm (
:
=) {Metafr ame ist m(

:
=) {korr ekt.

Dies rechtfertigt zun•achst die obige De�nition insofern, als wir nun durch
ein einfaches Instrument | Nachpr •ufung einiger algebraischer Bedingungen
| nachweisen k•onnen, da� ein gegebenesMetaframe tats•achlich eine modale
Pr•adikatenlogik erzeugt. Andererseits ist es a priori nicht klar, ob logisch kor-
rekte Metaframes nicht wesentlich allgemeinersind. Der folgendeSatz gew•ahr-
leistet aber, da� nichts an Ausdruckskraft verloren geht.

Satz 5.2 (Maximalit •atssatz) F•ur jedesm( :=) {korr ekteMetaframeF existiert
ein m( :=) {Metafr ame F0, so da� M L ( :=) (F) = M L ( := )(F0).

Obwohl die uns interessierendenMetaframes also eigentlich die logisch korrek-
ten sind, k•onnen wir uns bei semantischen Untersuchungen stets auf modale
Metaframes zur•uckziehen, da wir zu jedem logisch korrekten Metaframe ein
modales Metaframe angeben k•onnen, welches logisch •aquivalent zu jenem ist.
Eine weitere wichtige KonsequenzdiesesSatzesist, da� wir die logische Kor-
rektheit einer beliebigen Semantik, welche in der Metaframe{Semantik inter-
pretierbar ist, auf die •Uberpr•ufung einiger einfacher algebraischer Bedingungen
zur•uckf•uhren k•onnen.30 Es wird aber zu untersuchen sein, inwiefern die angege-
benen algebraischen Bedingungenbei konkreten Interpretationen quanti�zier-
ter modaler Formeln inhaltlic h ad•aquat sind. Das folgendeLemma gibt noch
einen kleinen Einblick in die genauereFunktionsweiseder Semantik. Es besagt
in etwa, da� n{stellige Pr•adikate im n{dimensionalen Gegenstandsbereich wie
Aussagenvariablen behandelt werden.

Lemma 5.1 Sei F = (D; �) ein modales m{Metafr ame. Ist dann A eine mo-
dale aussagenlogischeFormel, so gilt f•ur jedesn � 0 die folgende •Aquivalenz:

F � A [n] gdw A 2 M L P (Dn ; � n )
30 Dies w•are zum Beispiel f•ur die Kripk e{B •undel- oder Funktor{Seman tik durchf•uhrbar.
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5.2 Vollst •andigk eit in der Metaframe{Seman tik

Bekanntlich ist die Konstruktion kanonischer Modelle in der modalenAussagen-
logik eineau�erordentlich erfolgreiche Methode, die Vollst•andigkeit einer Logik
nachzuweisen.Dabei werden Ultra�lter der Lindenbaum{Algebra als `m•ogliche
Welten' interpretiert. Im pr•adikatenlogischen Fall entsteht dasProblem, auf al-
gebraische WeiseIndividuen zu konstruieren. Auf einfache Weiseist dies nur in
sehr seltenenF•allen m•oglich, etwa f•ur die Logik QS4, wo man | den Henkin{
Beweis der klassischen Logik imitierend | Individuen durch Einf •uhrung neuer
Konstanten angibt. Im allgemeinenm•ussenjedoch recht komplizierte Konstruk-
tionen durchgef•uhrt werden, welche zudem nur f•ur einige wenigeLogiken zum
Erfolg f•uhren, wie man bei James W. Garson nachlesen kann, der vier sol-
che Varianten vorf•uhrt [Garson 1984]. So setzt der Vollst•andigkeitsbeweis, den
Thomason 1970 vorgeschlagen hat, z.B. konstante Gegenstandsbereiche, starr
denotierendeTerme, klassische Quantorenregeln sowie die Barcan{Formel vor-
aus| sicherlich keinesonderlich schwachen Voraussetzungen[Thomason 1970].
Das Hauptproblem besteht aber im allgemeinen schlicht darin, da� bereits
sehr einfache quanti�zierte Modallogiken | ein Beispiel ist QS4

:
= | Kripk e{

unvollst•andig sein k•onnen.31

In der Metaframe{Semantik wird diesesProblem nun dadurch •uberwunden,
da� man n{dimensionale Individuen mit n{T ypen identi�ziert, ohne weitere
zus•atzliche Bedingungen an die Logik oder die Modelle zu stellen. Auf diese
Weise wird die Methode der kanonischen Modelle •ahnlich erfolgreich wie im
aussagenlogischen Fall. Man beachte, da� n{T upel von 1{T ypen sicherlich nicht
•aquivalent zu n{T ypen sind. Dies motiviert unter anderemdie Begri�sbildung
einesMetaframes, in welchem von `abstrakten' n{T upeln die Rede ist, die sich
bis zu einem gewissenGrad wie `wirkliche' n{T upel verhalten.

5.2.1 Kanonisc he Mo delle

Eine Formel A hei�t n{Formel, falls F V (A) � f v1; : : : ; vn g. Eine Menge� von
n{Formeln ist nun | genauwie in der klassischen Logik | ein L { n{T yp, falls
die folgendenzwei Bedingungenerf•ullt sind:

� � ist eine L {konsistente Mengevon Formeln.32

� � ist maximal, d.h. f•ur jedemodale n{Formel A gilt entwederA 2 � oder
: A 2 �.

Mit anderenWorten, � ist eine maximal konsistente Formelmenge,deren freie
Variablen unter f v1; : : : ; vn g vorkommen. Das Lemma von Lindenbaum gilt in
diesemKontext, v•ollig analog wie in der klassischen Pr•adikatenlogik.

Lemma 5.2 (Linden baum) Jede L {konsistente Menge von n{Formeln l•a�t
sich zu einer maximal{konsistenten Mengeerweitern.

31 In manchen F•allen kann man eine Kripk e{unvollst •andige Logik durch Hinzu-
nahme geeigneter Formeln auch vervollst •andigen. Siehe hierzu [Cresswell 2000] sowie
[Hughes/Cresswell 1996].

32 L {Konsistenz ist hier wie folgt erkl•art: Sind endliche viele Formeln A 1 ; : : : ; Am 2 �
gegeben, so gilt : (

V
1� i � m A i ) =2 L .
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Das folgendeLemma gibt an, da� wir mit Hilfe unsererTransformationen � 2P
(m; n) von einem n{T yp � zu einem m{T yp � = � � •ubergehenk•onnen.

Dazu sei � � zun•achst de�niert als die Formelmenge:

f A j A ist eine modale m{Formel und (v� (1) ; : : : ; v� (m) =v1; : : : ; vm )A 2 � g

Lemma 5.3 Sei � ein L { n{T yp und � 2
P

(m; n) eine Transformation. Dann
ist die Menge � � ein L { m{T yp.

Wir de�nieren nun die Begri�e des kanonischen Metaframes und des kanoni-
schen Metaframe{Modells. Sei dazu zun•achst die Menge DL ;n de�niert als die
Mengealler L { n{T ypen. Auf dieserMengewird dann eine Erreichbarkeitsrela-
tion zwischen n{T ypen auf folgendeWeisede�niert:

� � L ;n � gdw f•ur alle Formeln A gilt: Falls 2 A 2 �, so A 2 �

Ein einfacher Beweis zeigt nun, da�, falls die Erreichbarkeitsrelation re
exiv
und transitiv war, dies auch f•ur die Relation � L ;n gilt.

De�nition 5.2 Das kanonische Metaframe FL = (DL ; � L ) der Logik L ist
gegeben durch:

� DL = (DL ;n ; � L ;n )n2 ! sowie

� � L = (� L ;� )� 2 M or
P , wobei

� � L ;� (�) := (� � ).

Desweiteren ist das kanonische Metaframe{Modell M L = (FL ; � L ) gegeben
durch die Interpretation

� � L (Pn ) = f � 2 DL ;n j Pn (v1; : : : ; vn ) 2 � g

Mit etwas mehr M•uhe weist man nun den folgendenSatz nach:

Satz 5.3 Das kanonischeMetaframe FL ist ein modalesMetaframe.

Wir wissenalso insbesondere(Korrektheitssatz!), da� jedeskanonische Meta-
frame eine modale Pr•adikatenlogik bestimmt. Induktiv •uber den Formelaufbau
kann man nun | analog zur modalen Aussagenlogik| nachweisen,da� eine
n{Formel A im Metaframe{Modell in einem`Punkt' � gilt, geradewenn sie im
L { n{T yp � liegt.

Satz 5.4 (Fundamen talsatz) F•ur jeden L { n{T yp � und jede n{Formel A
gilt:

hM L ; � i � A[v1; : : : ; vn ] gdw A 2 � :

Aus diesem Zusammenspielvon G•ultigk eit im kanonischen Modell und Zu-
geh•origkeit zu L { n{T ypen ergibt sich nun ohne weitere Komplikationen das
folgendeVollst•andigkeitsresultat:
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Korollar 5.1 F•ur jede modale Pr•adikatenlogik L gilt M L(FL ) � L .

Wir k•onnen also jede Formel A die nicht zu L geh•ort im kanonischen Frame
falsi�zieren. Ist n•amlich A irgendeinen{Formel und A =2 L , so ist per de�nitio-
nem die Menge f: Ag L {k onsistent und l•a�t sich daher zu einem L { n{T yp �
erweitern. Nach demFundamentalsatz gilt dann aber hM L ; � i � : A[v1; : : : ; vn ],
so da� also A nicht in allen Punkten des Frames gilt, mithin FL 2 A, d.h. A
liegt nicht in der vom kanonischen Frame erzeugtenLogik.

5.2.2 Einige Resultate

An dieserStelle sollen noch einige Ergebnisseerw•ahnt werden, welche die Lei-
stungsf•ahigkeit und mathematische EleganzdieserSemantik unterstreichen. Ei-
ne modale (Aussagen{)Logik L hei�t kanonisch, falls sie durch ihr kanonisches
Frame vollst•andig beschrieben wird, d.h. falls L = M L(FL ) gilt. Jede kanoni-
sche Logik ist insbesondereKripk e{vollst•andig. Eine recht allgemeine(syntak-
tisch de�nierte) Klassekanonischer Logiken gab H. Sahlqvist 1975an.33 Es l•a�t
sich nun der folgendeSatz beweisen:

Satz 5.5 Sei L eine kanonische modale Aussagenlogik. Dann ist QL
Metaframe{kanonisch.

Die quanti�zierte Erweiterung einer kanonischen modalen Aussagenlogikist al-
so wieder metaframe{kanonisch. Mit anderenWorten, jede solche Ausdehnung
einer modalen Aussagenlogikist vollst•andig bez•uglich modaler Metaframes.

Eine weitere sch•one Eigenschaft besteht darin, da� jede Logik, welche die
Barcan{Formel enth •alt, diese an die vom kanonischen Frame erzeugte Logik
`vererbt'.34

Lemma 5.4 Sei L eine modale Pr•adikatenlogik, welchedie Barcan{Formel B a
enth•alt. Dann ist B a 2 M L(FL ).

Dies ausnutzend kann man noch eine kleine Versch•arfung des obigen Resul-
tats vornehmen, welche gew•ahrleistet, da� wir ohne Verlust der Kanonizit •at
(Vollst•andigkeit) die Barcan{Formel zur Logik hinzunehmenk•onnen.

Satz 5.6 Sei L eine kanonischemodale Aussagenlogik. Dann ist QLB = QL +
B a metaframe{kanonisch.

33 Siehe [Sahlqvist 1975] und f•ur einen eleganten Beweis der Kanonizit •at
[Sambin/V accaro 1989].

34 Die Barcan Formel sei dabei etwa in der Gestalt: B a = 3 9xP 1(x) � 9x3 P 1(x) gegeben.
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5.3 Ausblic ke

5.3.1 Zusammenh •ange zur Funktor{Seman tik

Eine naheliegendeSpezialisierungder Metaframe{Semantik besteht darin, `ab-
strakte n{T upel' nunmehr als `echte n{T upel' aufzufassen.Mit anderenWorten,
ein Objekt a 2 Dn ist nichts anderesals ein Element desn{dimensionalen kar-
tesischen Produkts von D 1. Projektionen sind dann tats•achlich Projektionen
auf den i {ten Faktor in a etc. Ohne n•ahere Details anzugeben (siehe hierzu
[Skvortsov/Shehtman 1993]) sei erw•ahnt, da� sich in diesem Fall die Klau-
seln der Erf •ullungsbeziehung betr•achtlich vereinfachen. Metaframes, die die-
seStruktur haben, werden kartesischeMetaframes genannt. Interessanterweise
lassen sich nun modale Pr•adikatenlogiken, die die Identit •atsaxiome erf•ullen,
vollst•andig durch kartesische m( :=) {Metaframes charakterisieren.35 Mit ande-
ren Worten, akzeptiert man die klassischen Identit •atsaxiome, so er•ubrigt sich
die Redeweisevon `abstrakten n{T upeln'.

Andererseits h•angt der Begri� des kartesischen Metaframes eng mit der
von Ghilardi eingef•uhrten Funktor{Semantik zusammen.Genauer,es l•a�t sich
zeigen,da� sich jedes kartesische Metaframe mit Identit •at, welches abz•ahlba-
re Gegenstandsbereiche besitzt, als eine gewisseC{Menge darstellen l •a�t und
umgekehrt. In diesemFall sind also Metaframe- und Funktorsemantik logisch
•aquivalent.36 Anders verh•alt essich, wenn man modale Logiken ohne Identit •at
betrachtet. In diesemFall l•a�t sich zeigen,da� allgemeineMetaframes seman-
tisch st•arker sind als solche f•ur die Identit •at und somit auch als C{Mengen. Die
Metaframe{Semantik ist also eine echte Erweiterung der Funktorsemantik.

5.3.2 Dualit •atstheorie

Die Dualit •atstheorie der modalen Aussagenlogikentwickelte sich aus dem Zu-
sammenspiel von algebraischer und relationaler (Kripk e{) Semantik. R•uck-
blickend waren hierf•ur die Arb eiten von J�onsson und Tarski37 ma�geblich.
Tats•achlich wurden verallgemeinerteFrames,welche die Vorz•uge von algebrai-
scher und relationaler Semantik in sich vereinigen,jedoch explizit erst 1970von
Makinson de�niert [Makinson 1970]. Die volle (kategorielle) Dualit •at zwischen
modalen Algebren und deskriptiven Frames er•o�nete nun einen Weg, Begri�e
und Methoden der universellen Algebra indirekt einzusetzen,um Ergebnisse
in der Modelltheorie der modalen Logik zu erzielen.Das vielleicht bekannteste
Resultat in dieserRichtung ist dasGoldblatt{Thomason Theorem, welcheseine
modelltheoretische Charakterisierung modal de�nierbarer Klassenvon Frames
gibt [Goldblatt/Thomasson 1974].38 Kurz gesagt, die Dualit •atstheorie zahlte
sich aus.

35 Dies ist der Inhalt einesRepr•asentationssatzes in [Skvortsov/Shehtman 1993]. SieheTheo-
rem 4.3.1, S. 96.

36 Im •uberabz•ahlbaren Fall ist es noch ungekl•art, ob kartesische Metaframes mit Identit •at
und Funktorsemantik •aquivalent sind!

37 Siehe [J�onsson/Tarski 1951/52].
38 In diesem Fall wird der Satz von Birkho� aus der Algebra genutzt.
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Im Fall der Metaframe{Semantik ist nun von Hiroyuki Shirasuebenfallseine
Dualit •atstheorie entwickelt worden [Shirasu 1998]. Diesebaut auf einer katego-
riellen Struktur auf, welche zuerst in den sp•aten sechziger Jahren von F.W. La-
wvere eingef•uhrt wurde, sogenannten Hyperdoktrinen [Lawvere 1969].39 Ohne
weitere Details anzugeben sei an dieser Stelle lediglich festgehalten,da� man
eine v•ollig analoge Dualit •atsaussagebeweisen kann: Modale Hyperdoktrinen
sind dual zu (deskriptiven) verallgemeinertenMetaframes. Weiterhin ist jede
modale Pr•adikatenlogik vollst•andig bez•uglich der Hyperdoktrinen{Semantik.

Inwiefern sich diese Dualit •at | vergleichbar zum aussagenlogischen Fall
| auszahlenwird und welche Hilfsmittel aus der Kategorientheorie und der
Algebra geeignetw•aren, um interessante Ergebnissein der quanti�zierten Mo-
dallogik zu erhalten, mu� sich aber erst noch herausstellen.

5.3.3 Ein Beispiel:

Beispielhaft f•ur eine m•ogliche Interpretation eines Metaframes soll nun eine
Beziehung zwischen klassischen Modellen und speziellenMetaframeshergestellt
werden.Wir betrachten dazu ein klassischesModell M in einer rein relationalen
Sprache L, d.h. einenGegenstandsbereich D zusammenmit einer Interpretation
der Pr•adikate. Man kann nun auf einfache Weiseein Metaframe F aus diesem
Modell konstruieren, welches bez•uglich rein pr•adikatenlogischer Formeln

"
lo-

gisch •aquivalent\ ist. Dazu de�niere man die
'
Welten` im n{ten Frame einfach

als die von beliebigen n{T upeln des klassischen Modells erzeugten n{T ypen,
ohneeineErreichbarkeitsrelation zu spezi�zieren. (Denn dieseist solange•uber-

 •ussig,wie wir keinemodalen Formeln interpretieren wollen.) Eine Interpretati-
on � geben wir dadurch an, da� dasn{stellige Pr•adikat P auf typn (�a) zutre�en
soll, genaudann, wenn P( �x) 2 typn(�a) gilt. Transformationen zwischen n{ und
m{T ypen kann man dann genauwie in Lemma 3 de�nieren und dasresultieren-
de Metaframe erf•ullt, wie man leicht nachweisenkann, die gefordertenlogischen
Korrektheitsb edingungen.Entscheidend ist nun, da� f •ur eine beliebige pr•adi-
katenlogische Formel � ( �x) mit n freien Variablen die folgenden •Aquivalenzen
gelten:

h� ; typn (�a)i � � ( �x) gdw M � � (�a) gdw � ( �x) 2 typn (�a):

Dabei k•onnendie n{T ypen typn(�a) als partiel le Beschreibungender Eigenschaf-
ten der n Gegenst•andedesTupels �a verstandenwerden.In einemsolchen Meta-
frame sind also die Individuen desklassischen Modells nur noch durch ihre Ei-
genschaftenrepr•asentiert. Es stellt sich dann die Frage,ob und auf welche Weise
die Individuen aus ihren Eigenschaften rekonstruiert werdenk•onnen| mit an-
derenWorten, ob und unter welchen Bedingungendie obigeKonstruktion eines
Metaframes aus einem klassischen Modell auch umgekehrt werden kann. Dies
l•auft m. E. im wesentlichen auf die sprachliche Unterscheidbarkeit von Individu-
en hinaus. Man beobachte, da� zwei Gegenst•andea und b bez•uglich n{stelliger
Pr•adikate ununterscheidbar seink•onnen, f•ur ein n + 1{stelliges Pr•adikat jedoch

39 Tats•achlich spielt diesekategorielle Struktur auch eine bedeutsameRolle in den semanti-
schen Untersuchungen in [Ghilardi/Meloni 1991].
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P(a; �c) sowie : P(b;�c) gilt. Mit anderen Worten, je h•oher man in der Hier-
archie einesMetaframes aufsteigt, um so mehr Individuen werden erkennbar,
d. h. sprachlich di�erenzierbar. Ein Metaframe erm•oglicht es also gewisserma-
�en, Individuen

'
verschwinden` und

'
auftaucheǹ zu lassen,indem die sprachlich

ausdr•uckbare
'
Feinstruktur ` einesModells transparent gemacht wird.

Da wir bisher nur •uber pr•adikatenlogische Formeln gesprochen haben, liegt
es nahe, sich zu fragen, ob die obige Konstruktion auch dahingehendverallge-
meinert werden kann, da� modale Formeln interpretiert werden k•onnen. Da-
zu m•u�te der intensionale Operator 2 in M eine Interpretation haben, die es
gestattet, geeigneteErreichbarkeitsrelationen zwischen n{T ypen zu de�nieren.
Eine weitere M•oglichkeit w•are, mit einer Klasse K von Modellen zu beginnen
und 2 � ( �x) | •ahnlich wie in der Beweisbarkeitslogik | eine modelltheoreti-
sche Interpretation zu geben. Dann w•aren, aus geeignetenAbbildungen bzw.
Gegenst•uckrelationen zwischen den klassischen Modellen, die Erreichbarkeits-
relationen im Metaframe zu spezi�zieren. Hier w•are die Aufgabe, die spezi�-
schen Bedingungen an Gegenst•uckrelationen zwischen Modellen | aufgefa�t
als

"
m•ogliche Welten\ | aufzu�nden, die eine solche Korrespondenzerlauben.
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6 Lewis' Coun terpart Theorie

In diesemKapitel m•ochte ich | •ahnlich wie im Kapitel 4 bez•uglich der Funktor{
Semantik | einegrobeSkizzeder Counterpart Theorie von David Lewis liefern.
Dabei beziehe ich mich auf die urspr•ungliche Formulierung in [Lewis 1968].
DieseSkizzesoll nat•urlich nicht der Philosophievon David Lewisgerecht werden
und auch nicht die philosophischen Motiv ationen dieser Theorie erl•autern. Es
soll lediglich darum gehen,einige formale •Ahnlichkeiten zu verallgemeinerten
Semantik en deutlich zu machen. Diesebeziehensich vor allem auf den Begri�
des `Counterparts' und die Behandlung der `Querweltein{Identit •at' zwischen
Gegenst•anden verschiedenerm•oglicher Welten.

6.1 Eine Skizze der Coun terpart{Theorie

Eine der Motiv ationen der Counterpart{Theorie ist eszu zeigen,da� die forma-
le Behandlung modaler Diskurse keine Einf •uhrung modaler Operatoren bzw.
spezieller intensionalerLogiken erfordert, sondernin der •ublichen Quantorenlo-
gik mittels geeigneterPostulate durchgef•uhrt werden kann. Dementsprechend
ist die Counterpart{Theorie eine erststu�ge Theorie, deren Modelle zweisor-
tige Strukturen sind.40 Genauer enth•alt der Quanti�k ationsbereich `m•ogliche
Welten' und alle `Gegenst•ande', die in irgendeiner m•oglichen Welt liegen. Die
primitiv en Pr•adikate dieserTheorie sind die folgenden.Dabei ist in Klammern
jeweils die intendierte Lesart angegeben.

De�nition 6.1 (Primitiv e Pr •adik ate)

� W (x) (x ist eine m•ogliche Welt.)

� I (x; y) (x liegt in der m•oglichen Welt y.)

� A(x) (A ist die aktuale m•ogliche Welt.)

� C(x; y) (x ist ein Counterpart von y.)

Schlie�lic h werden die folgendenPostulate zugrunde gelegt:

De�nition 6.2 (P ostulate der Coun terpart{Theorie)

P1 8x8y(I (x; y) ! W (y))
(
"
Nothing is in anything except a world\ )

P2 8x8y8z(I (x; y) ^ I (x; z) ! y := z)
(
"
Nothing is in two worlds\ )

P3 8x8y(C(x; y) ! 9zI (x; z))
(
"
Whatever is a counterpart is in a world\ )

40 Die `Zweisortigkeit' ist jedoch kein Bestandteil einer modi�zierten Semantik, sondern wird
durch die unten angegebenen Postulate erzwungen.
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P4 8x8y(C(x; y) ! 9zI (y; z))
(
"
Whatever has a counterpart is in a world\ )

P5 8x8y8z(I (x; y) ^ I (z; y) ^ C(x; z) ! x := z)
(
"
Nothing is a counterpart of anything else in its world\ )

P6 8x8y(I (x; y) ! C(x; x))
(
"
Anything in a world is a counterpart of itself\ )

P7 9x(W (x) ^ 8y(I (y; x) $ A(y)))
(
"
Someworld contains all and only actual things\ )

P8 9xA (x)
(
"
Somethingis actual\ )

Die in P7 erw•ahnte Welt ist nach P2 und P8 eindeutig bestimmt und wird als
aktuale Welt `@'bezeichnet. Es gilt also

@:= �x: 8y(I (y; x) $ A(y)) :

Die Counterpart{Relation `C' wird nun als •Ahnlichkeitsrelation zwischen Ge-
genst•andenin verschiedenenWelten verstanden.Insbesonderegeht Lewis davon
aus, da� ein Gegenstandniemals in zwei Welten zugleich liegen kann. In Lewis
eigenenWorten:

I prefer to say that you are in the actual world and no other, but
you have counterparts in several other worlds. Your counterparts
resemble you closelyin content and context in important ways. They
resemble you more closely than do the other things in their worlds.
But they are not really you. For each of them is in his own world,
and only you are here in the actual world. Indeed we might say,
speaking casually, that your counterparts are you in other worlds,
that they and you are the same;but this samenessis no more literal
identit y than the samenessbetween you today and you tomorrow.
It would be better to say that your counterpart are men you would
havebeen, had the world beenotherwise. [Lewis 1968], S. 27{28

Lewis argumentiert nun daf•ur, da� eine Counterpart{Relation im allgemei-
nen weder transitiv noch symmetrisch sein sollte. Dar•uber hinaus seien
Counterpart{Relationen i. allg. weder funktional noch injektiv. Auch die `Sur-
jektivit •at' von Counterpart{Relationen sowie dasPrinzip, da� zu je zwei Welten
v und w und jedem Gegenstanda 2 v ein Gegenstandb 2 w existiert, so da�
C(a; b) gilt, werden zur•uckgewiesen.

Wir werden sehen, da� all diese Prinzipien | in modi�zierter Form |
auch in der in Kapitel 7 entwickelten verallgemeinertenKripk e{Semantik nicht
allgemeing•ultig sind.

Der Zusammenhangzu •ublichen Formulierungen der modalen Pr•adikatenlo-
gik in Sprachen der Quantorenlogik mit zus•atzlichen modalen Operatoren und
Interpretationen in einer M•ogliche{Welten{Semantik wird nun mit Hilfe einer
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•Ubersetzungsvorschrift gewonnen. Wir beschr•anken uns darauf, den modalen
Fall anzugeben. F•ur weitere Details sei auf Lewis' Originalarbeit verwiesen.
Man •ubersetzt einen Ausdruck der Form (� � (� 1; : : : ; � n )) � (\ � � (� 1; : : : ; � n )
gilt in der m•oglichen Welt � ") mittels einer rekursiven De�nition in die Formel

9� 19
 1 : : : 9
 n (W (� 1) ^ I (
 1; � 1) ^ C(
 1; � 1) ^ : : :

: : : ^ I (
 n ; � 1) ^ C(
 n ; � n ) ^ � � 1 (
 1; : : : ; 
 n ))

der Counterpart{Theorie. Wie man nun leicht •uberpr•ufen kann, sind die fol-
gendenFormeln keine Theoremeder Counterpart{Theorie.

1. � � ! �� � (\Becker's Prinzip")

2. � ! �� � (\Brou wer's Prinzip")

3. (x := y) ! � (x := y) (x verschieden von y)

4. (x 6:= y) ! � (x 6:= y) (x verschieden von y)

5. 8x� � (x) ! � 8x� (x) (Barcan Formeln)

6. 9x� � (x) ! � 9x� (x)

7. � 9x� (x) ! 9x� � (x)

Jedoch ist auch in der Counterpart{Theorie die konverse Barcan{Formel
� 8x� (x) ! 8x� � (x) ein Theorem. Ich m•ochte nun im n•achsten Abschnitt
kurz demonstrieren, da� sich die Counterpart{Theorie | zumindest in ihrer
urspr•unglichen Formulierung | nicht als Instrument eignet, normale quanti�-
zierte Modallogiken zu behandeln.Dies liegt schlicht daran, da� im allgemeinen
das Prinzip der Box{Distribution � (� !  ) ! (� � ! �  ) verletzt wird.

6.2 Probleme der Coun terpart{Theorie

Sei � (x) eine rein quantorenlogische Formel mit der freien Variable x. Wir
betrachten im weiteren die modale Formel

 (x) = � (� (x) ^ 8x� (x)) ! � 8x� (x):

Diese Formel ist o�enbar ein Theorem der normalen quanti�zierten Logik
QK .41 Hierzu bemerke man, da� (� (x) ^ 8x� (x)) ! 8x� (x) eine quantorenlo-
gische Tautologie ist und wendeNecessitation (mn) und Box{Distribution (bd)
an. Wir geben nun ein Modell M der Counterpart{Theorie an, in welchem  (x)
falsch ist. Hierzu enthalte M genau zwei Welten, w1 und w2. Ferner enthal-
te w1 lediglich den Gegenstandu1 sowie w2 lediglich u2. Soll M ein Modell
der Counterpart{Theorie sein, so m•ussenzun•achst u1 und u2 verschieden sein.
Ferner m•ussenC(u1; u1) und C(u2; u2) in M gelten. Schlie�lic h sei angenom-
men, da� M � � w1 (u1) und M � : � w2 (u2) gilt. Hierdurch ist unser Modell
hinreichend spezi�ziert. Abbildung 3 illustriert dieseSituation:

41 F•ur diesesBeispiel vergleiche auch [Hughes/Cresswell 1996], S. 353{357.
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Abbildung 3
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� w1 (u1) : � w2 (u2)

w1 w2

Nun ist die Formel  (x) in der Welt w1 falsch. Um dies einzusehenbringe ich
zun•achst noch die •Ubersetzungeiner Formel der Form (� � (x)) w (\ � � (x) gilt
in der m•oglichen Welt w"), wobei ich mich dem Beispiel entsprechend auf eine
freie Variable beschr•anke. Die •Ubersetzungin die Counterpart{Theorie lautet:

8v8y(W (v) ^ I (y; v) ^ C(y; x) ! � v(y)) :

Es gilt nun o�enbar

(i) M � (� (� (x) ^ 8x� (x))) w1 sowie

(ii) M � (� 9x: � (x))w1 , d.h.

(iii) M � (: � 8x� (x))w1 .

Mithin kann  (x) kein Theorem der Counterpart{Theorie sein. Dabei sieht
man (i) wie folgt: Belegt man v mit w1, so nutzt man M � � w1 (u1). Belegt
man hingegenv mit w2, so gilt M � I (x; w1) ^ I (y; v) ! : C(y; x), da u2 kein
Counterpart von u1 ist. Daher gilt M � 8y(W (v) ^ I (y; v) ^ C(y; x) ! � v(y)),
da der Antezedensimmer falsch ist. (ii) hingegenergibt sich aus der Annahme,
da� M � : � w2 (u2) gilt.

Man beachte, da� im letzten Fall keine Bedingungen an die Existenz von
Counterparts gestellt werden, da die Formel : � 8x� (x) keine freien Variablen
enth•alt. In der Tat ist diesdie Quelle desScheiterns der Box{Distribution. Man
bemerkehierzu, da� durch die doppelte Quanti�k ation 8v8y : : : •uber Welten und
Gegenst•ande,Teilformeln einerFormel  der Gestalt � � ( �z), je nachdem, welche
freien Variablen �z sie enthalten, in verschiedenenm•oglichen Welten ausgewer-
tet werden. Insbesonderewird also ein Satz der Form � � in allen m•oglichen
Welten ausgewertet, ohne da� Einschr•ankungen in der Form einer Erreichbar-
keitsrelation auf der Mengeder m•oglichen Welten wirksam w•urden. Wir werden
in Kapitel 7 sehen,da� dieser `Defekt' durch eine geeigneteKombination der
Ideen der Erreichbarkeit m•oglicher Welten und desCounterpart{Konzepts be-
hoben werden kann.
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6.3 Konsequen ter An ti{Realism us

Ungeachtet der Tatsache, da� Sprachen der quanti�zierten Modallogik geeignet
sind, philosophische Probleme oder Prinzipien wie etwa solche desEssentialis-
mus geeignetdarzustellen, ist es nicht w•unschenswert, da� die Semantik einer
solchen Sprache weitreichende philosophische Implik ationen in der einen oder
anderen Richtung hat. Vielmehr sollte eine formale Semantik | so weit dies
m•oglich ist | Neutralit •at wahren.

Modaler Realismus nun ist die Theorie, da� es viele m•ogliche Welten gibt,
von deneneine, die aktuale, die unserigeist, in der wir leben. Der enormeEr-
folg der M•ogliche{Welten{Semantik hat dieseontologische Doktrin prominent
gemacht. Man argumentiert, da� man sich auf die Existenz m•oglicher Welten
verp
ic hten mu�, falls man Kripk e{Semantik en bei der Bewertung modaler Ar-
gumente einsetzenm•ochte (vgl. [Lewis 1986], S. 4). Auf der anderenSeitewird
diesePosition von vielen Philosophenschlicht als absurd betrachtet. Insbeson-
dere die M•oglichkeit, aus einer Semantik der modalen Logik R•uckschl•usseauf
die physikalische Bescha�enheit unseresUniversumszu ziehen | wie es etwa
David Lewis' Systemerlaubt | scheint nicht nur kontrain tuitiv, sondernzudem
ein R•uckfall in

'
schlechte Scholastik` (A. Urquhart) zu sein.

Daher sollte eine anti{realistisc he Interpretation verallgemeinerterKripk e{
Semantik en gesucht werden. Hierzu hat Charles Chihara k•urzlich in
[Chihara 1998] einen vielversprechenden Beitrag geleistet. Er entwickelt dort,
in detaillierter Weise,eineanti{realistisc he Interpretation sogenannter S5{T yp
Logiken, welche als Modellierung desBegri�s der logischen Notwendigkeit ver-
standen werden.

ChiharasTheorie baut im wesentlichen auf zweierleiauf. Zun•achst diskutiert
er die von John Etchemendyin [Etchemendy1990] eingef•uhrte Unterscheidung
zwischen

"
representational\ und

"
interpretational semantics\ , um sich dann

gegenEtchemendysPosition zu wenden, da� die klassische Modelltheorie
"
in-

terpretational\ sei. Statt dessenargumentiert er m. E. •uberzeugend,da� keine
der beiden Kategorien passendsei und bietet eine neuartige Theorie •uber die
Rolle von Interpretationen bzw. Strukturen in der formalen Logik. Hier gilt es
anzuschlie�en und dieseErgebnisseauf Erweiterungen der klassischen Kripk e{
Semantik zu •ubertragen. Denn will man ernsthaft eine Position des modalen
Anti{Realismus vertreten, so liegen die Vorteile auf der Hand, wenn man eine
solche Interpretation gleich f•ur eine m•oglichst allgemeine semantische Theo-
rie entwickelt. Schlie�lic h interpretiert Chihara den intensionalenOperator

"
2 \

nicht | wie David Lewis | als Quantor •uber m•ogliche Welten, sondern
"
in

terms of how the world could have been\ . Erinnert man sich an die obige Fall-
studie im Rahmender Metaframe{Semantik, wo esum den graduellenZuwachs
der sprachlichen Ausdrucksf•ahigkeit ging, so w•are eszum Beispiel naheliegend,
Chiharas Analyse durch

"
in terms of how any partial description of the world

could have been\ zu ersetzen.Hier w•are zu untersuchen, wie genau sich diese
Art von Analyse auf verallgemeinerteSemantik en •ubertragen l•a�t. Dabei ist zu
erwarten, da� die wesentliche Schwierigkeit darin bestehenwird, den philoso-
phischen Status der Individuen in verallgemeinertenKripk e{Semantik en bzw.
die Bedeutung der Verallgemeinerungendes`Counterpart'{Konzepts zu kl •aren.
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7 Ein alternativ es Mo dellk onzept

In diesem Kapitel m•ochte ich ein alternatives Modellkonzept f•ur die moda-
le Pr•adikatenlogik entwickeln, welches einerseitsvon gro�er Allgemeinheit ist,
andererseitseing•angig formuliert und intuitiv anwendbar ist. DiesesModellkon-
zept geht im wesentlichen auf die Funktor{Semantik | man vergleiche Kapitel
4 | sowie auf IdeenausDavid Lewis' Counterpart{Theorie (Kapitel 6) zur•uck.
Ich beginnemit einer informellen Exposition der wesentlichen Merkmale dieser
Semantik:

Als Basislogikwerdenwir eineKombination von freier Logik und K zugrun-
delegen.Insbesonderewerdenkeinezus•atzlichen genuin modalen Prinzipien wie
die Notwendigkeit der Identit •at oder die konverseBarcan{Formel zu dieserBa-
sislogik geh•oren.

Auf der semantischen Ebenewerden wir das Modellkonzept der C{Mengen
in mehrerenRichtungen verallgemeinern.Zun•achst verzichten wir auf eineFor-
mulierung in kategorieller Sprache | hierzu vergleiche man auch den Aufsatz
[van Benthem 1993] | was uns zun•achst von der Forderung nach Transitivit •at
und Re
exivit •at von Framesbefreit. Des weiteren verzichten wir auf die Funk-
tionalit •at und Injektivit •at von Gegenst•uckrelationen. Dies kann man als `Erbe'
der Lewisschen Counterpart{Theorie au�assen.

Es ist h•au�g behauptet worden, da� eine ad•aquate semantische Behand-
lung erststu�ger Modallogik den Gebrauch freier Logik erfordert. Man verglei-
che diesbez•uglich etwa den Aufsatz

"
Applications of Free Logic to Quanti�ed

Intensional Logic\ von JamesGarson ([Garson 1991]). Was den hier entwickel-
ten Ansatz von den •ublicherweise angegebenen unterscheidet, ist die Tatsa-
che, da� wir die Anwendung der freien Logik nicht global auf ein Universum
`m•oglicher Gegenst•ande' beziehen,sondern | in lokaler Perspektive | jede
m•ogliche Welt einesmodalen Frames ihren eigenenBereich `aktualer' und `�k-
tionaler' Gegenst•andekennt. Anschaulich gesprochenwerden| beim •Ubergang
von einer m•oglichen Welt S in eine andere erreichbare m•ogliche Welt T | al-
le `Permutationen', `Verschmelzungen'oder `Aufspaltungen' von Gegenst•anden
(semantisch) erlaubt sein, welche nicht explizit von der modalen Theorie der
Welt S unterbunden werden. Gleichfalls m•ussendie aktuale Existenz bzw. die
Fiktionalit •at einesGegenstandesbeim •Ubergangin eine anderem•ogliche Welt
von der modalen Theorie �xiert werden, sollen sie nicht unbestimmt bleiben.
Wir werden insbesondere,in Analogie zur klassischen Modelltheorie, modale
Strukturen als semantische `Grundobjekte' betrachten. Dies sind modale Fra-
mes,welche mit einer Interpretation der Relationssymbole ausgestattet sind.

Das Kapitel gliedert sich nun wie folgt. In Abschnitt 7.1 f •uhren wir zun•achst
die freie Logik sowie die Kombination von freier Logik und K ein. Dies f •uhrt
schlie�lic h zum Begri� einer beliebigen modalen Pr•adikatenlogik. In den Ab-
schnitten 7.2 und 7.3 f•uhren wir die Modellstrukturen f•ur die freie Modallo-
gik ein und beweisendie Korrektheit der Semantik bez•uglich des Basiskalk•uls
FK . In 7.4 beweisen wir | indem wir zu einer beliebig vorgegebenen mo-
dalen Pr•adikatenlogik L ein kanonisches Modell konstruieren | ein allgemei-
nes Vollst•andigkeitsresultat, welches zeigt, da� jede modale Pr •adikatenlogik
vollst•andig bez•uglich einer Klassevon modalen Strukturen ist. In 7.5 behandle
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ich Fragender Frame{Vollst•andigkeit und Kanonizit •at und gebe einigeBeispie-
le an. In 7.6 schlie�lic h werden generalisierte Frames eingef•uhrt, die durch die
Erg•anzungeiner Algebra `zul•assigerInterpretationen' aus den in 7.2 eingef•uhr-
ten Frames hervorgehen. Bez•uglich dieser Strukturen erhalten wir schlie�lic h
ein allgemeinesFrame{Vollst•andigkeitsresultat.

7.1 Freie Mo dallogik

What is a free logic? The answer to this question, informally
speaking, is straightforward. The label \free logic" is shorthand for
\logic free of existenceassumptionswith respect to its generaland
singular terms, but whosequanti�ers are interpreted exactly as in
classical�rst order predicate logic". [Lambert 1997], S. 35.

Zun•achst wollen wir die im weiteren zu Grunde gelegtenSprachen L und ML
�xieren:

De�nition 7.1 (Die Sprac hen L und ML ) Wir bilden zun•achst die Menge
A � aller endlichen W•orter (endlichen Zeichenfolgen)•uber dem Alphabet A, wel-
chesaus folgendenGrundzeichenbesteht:

� Eine abz•ahlbar{unendliche Menge f P n
i j i; n 2 ! g von Relationssymbo-

len, wobei n die Stelligkeit angebe. ( Nichtlogische Signatur)

� Die aussagenlogischenJunktoren : und ^ .

� Der Quantor 9 sowie das Gleichheitszeichen := .

� Der modale Operator � . (LogischeKonstanten)

� Eine abz•ahlbar unendliche Menge f x i j i 2 ! g von Variablen.

� Die Klammern ( und ). (Hilfssymbole)

Aus der MengeA � werdendann in der •ublichenWeisedie sinnvollen Ausdr•ucke,
da� hei�t Terme und Formeln, ausgesondert.Wir bezeichnendie Menge aller
modalen Formeln mit ML und die Mengealler quantorenlogischenFormeln mit
L .

De�nition 7.2 (Formelklassen) Wir sprechen in der •ublichen Weise von
freien und gebundenenVorkommen einer Variable in einer Formel. Formeln
werden metasprachlich durch kleine griechischeBuchstaben �;  ; � etc. bezeich-
net. Ist � 2 ML eine modale Formel, so bezeichneVar (� ) die Mengealler in �
vorkommendenVariablen sowieF V(� ) die Mengealler frei in � vorkommenden
Variablen. Formeln ohne freie Variablen hei�en auch Aussagen. Dar •uber hin-
aus hei�t eine modale Formel � eine de dicto Formel, wenn in � keine Variable
frei im Wirkungsbereich eines modalen Operators vorkommt. Ist dies doch der
Fall, so hei�t die Formel eine de re Formel.
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Bemerkung 7.1 O�enbar ist jede quantorenlogischeFormel zugleicheine mo-
dale Formel. Insbesondere erh•alt man die MengeL aus der MengeML , indem
man aus ML alle Formeln entfernt, in denen modale Operatoren auftauchen.
Wir werden von modalen Formeln zumeist schlicht als Formeln sprechen.

Aus Gr•unden der besseren •Ubersichtlichkeit haben wir darauf verzichtet, mehr
als einen modalen Operator in das Alphabet aufzunehmen.Wie man sich leicht
•uberzeugt, k•onnte man jedoch auch problemlos mit einer beliebigen Familie
f � i j i 2 I g von modalen Operatoren arbeiten. Verl•a�t man hier jedoch den
Bereich der abz•ahlbaren Sprachen, so ist im allgemeineneine Anwendungdes
Auswahlaxiomsunumg•anglich.42

Das Gleichheitszeichen := des Alphabets wurde verschieden von = gew•ahlt, da
letzteresals metasprachliche Identit •at verwendetwerden soll. So werden wir die
Identit •at von Zeichenketten(Formeln) beispielsweisedurch � = �  ausdr•ucken.
Dar•uber hinaus wird das Gleichheitszeichen := in modalen Kontexten nicht al-
le gewohntenEigenschaften der (numerischen) Identit •at haben | etwa wird
nicht das volle Leibniz' Gesetzgelten | was eine Abweichungin der Notation
zus•atzlich motiviert.

Die Zeichen? , _, ! , $ , 8 und � sind als in der •ublichen Weise de�niert und
als metasprachliche Abk•urzung zu verstehen.

Schlie�lich habe ich darauf verzichtet, Funktions- und Konstantensymbole in
das Alphabet aufzunehmen.Dabei stellt der Verzicht auf Funktionssymbole kei-
ne wirkliche Einschr•ankung dar, da man Funktionen auch mit ihrem Graph
identi�zier en und daher als spezielle Relationen au�assen kann. Der Verzicht
auf Konstantensymbole ist jedoch substantieller, wie der Abschnitt 3.2 il lustriert
haben sollte. Um die Exposition der hier vorgeschlagenenSemantik •ubersichtlich
zu halten, habe ich auspragmatischenGr•undenzun•achstauf eine Aufnahmevon
Konstantensymbolen verzichtet. Dies sollte jedoch an anderer Stelle nachgeholt
werden. Als Terme stehenuns also lediglich Variablen zur Verf•ugung.

7.1.1 Freie Logik: Axiomatisierung und Semantik

Wir geben zun•achst eine Axiomatisierung ohne Identit •atsaxiome an, da wir
in manchen F•allen das Identit •atssymbol

"
:= \ auch als speziellesPr•adikat |

etwa sprachliche Ununterscheidbarkeit | interpretieren wollen. Solche Inter-
pretationen wollen wir nicht{standard nennen.Die weiter unten hinzugef•ugten
Identit •atsaxiomewerdenhingegenals Formalisierung der Eigenschaften der nu-
merischen Identit •at interpretiert. Dem entsprechend wird in der unten ange-
gebenen Semantik die Formel x := y unter einer Belegung � als numerische

42 So etwa im Beweis von Lemma 7.12 s.u., wo gezeigt wird, da� sich jeder Typ zu einem
freien Henkin{T yp ausdehnen l•a�t. Hier ben•otigt man eine Aufz•ahlung aller Formeln, deren
Existenz man ohnedasAuswahlaxiom im allgemeinennicht zeigenkann. Insbesondereben•otigt
man f•ur diesen Beweis im nicht{abz •ahlbaren Fall Car d(ML ) viele Variablen.
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Identit •at des durch die beiden Variablen (via Belegung) bezeichneten `Gegen-
standes' interpretiert werden. Modellbegri�e, die einer solchen Interpretation
folgen, werden in der Literatur h•au�g auch als normale Modelle bezeichnet.43

In diesemZusammenhanggeht die unten vorgeschlageneSemantik in einem
entscheidendenPunkt •uber klassische Konzepte hinaus, indem siedie Identit •at
nicht als eine notwendigeEigenschaft einesGegenstands,sondernals abh•angig
von einer gegebenenmodalen Theorie au�a�t. Insofern, als alsodie Idee kontin-
genter Identit •aten als koh•arent erachtet wird, bricht die Theorie mit Prinzipien,
wie sie etwa Kripk e in seiner Theorie der metaphysischen Notwendigkeit44 als
auch Vertreter deslogischen Atomismus45 vertreten haben. DieseStandpunkte
dr•ucken sich unter anderemdarin aus, da� die beiden Formeln

8x8y(x := y ! 2 x := y)

sowie
8x8y(x 6:= y ! 2 x 6:= y)

als logisch allgemeing•ultig erachtet werden.Dieswurde vielleicht zuerst klar von
Frank Ramseyin seinerAdaption deslogischen Atomismus formuliert:

"
numer-

ical identit y and di�erences arenecessaryrelations\ [Ramsey1925]. Gleichfalls
bemerkt Nino Cocchiarella bez•uglich Kripk esTheorie:

But even in the framework of Kripk esmetaphysical necessity (where
quanti�ers also refer directly to objects), an object cannot but be
the object that it is, nor can one object be identical with another
[. . . ] [Cocchiarella 1984], S. 319.

Hier ist jedoch nicht der Ort, um verschiedeneAu�assungen bzgl. der Identit •at
zu diskutieren und philosophisch zu verteidigen. Statt dessenkonzentrieren wir
uns im folgenden auf die Entwicklung einer formalen Semantik, welche ver-
schiedeneInterpretationen zul•a�t und insofernnachwei�t, da� eineallgemeinere
Gegenstandstheoriezumindest koh•arent formulierbar ist.

Um Mi�v erst•andnissenvorzubeugen,sei hier jedoch noch auf einen Punkt
eingegangen.In einzelnen m•oglichen Welten soll das Identit •atssymbol in der
•ublichen Weiseals `numerische' Identit •at interpretiert werden. Behaupten wir
jedoch, da� es eine sinnvolle Annahme sei, die Formel x := y ^ � x 6:= y als
erf•ullbar zu erachten, so wollen wir geradenicht | und dies mit Wittgenstein

43 F•ur einen Vergleich verschiedener Konzepte von Identit •at vergleiche zum Beispiel
[Scott 1970] und f•ur eine Reduktion von Nicht{Standard{In terpretationen auf `normale'
Interpretationen der Identit •at im Rahmen des

"
Varying Domain Approach\ vergleiche

[Fitting/Mendelsohn 1998], S. 159�.
44 Vergleiche Kripk es

"
Naming and Necessity\ [Kripk e 1972].

45 Vergleiche etwa Wittgensteins
"
Tractatus logico{philosophicus\ [Wittgenstein 1921] , Pa-

ragraphen 5.53|5.54, wo die Au�assung vertreten wird, da� Identit •atsaussagen
"
Scheins•atze\

(5.534) seien. Vgl. auch 5.533:
"
Das Gleichheitszeichen ist also kein wesentlic her Bestandteil

der Begri�sschrift. \ sowie 5.5303:
"
Beil•au�g gesprochen: Von zwei Dingen zu sagen,sie seien

identisch, ist ein Unsinn, und von Einem zu sagen, es sei identisch mit sich selbst, sagt gar
nichts.\
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(sieheFu�note) | behaupten,zwei Dinge seieneigentlich ein und derselbe Ge-
genstand.46 Vielmehr wird dieseFormel so interpretiert, da� einemGegenstand
in einer m•oglichen Welt zwei Gegenst•ucke in einer anderenm•oglichen Welt zu-
geordnet werden k•onnen. Wir sprechen in diesemFall also nicht wirklic h •uber
dieselben Gegenst•ande.47 Man vergleiche diesbez•uglich die Verteidigung von
David Lewis48 gegendie Kritik von Saul Kripk e, welcher genau diesenPunkt
angri� und dabei einem Mi�v erst•andnis der von Lewis intendierten Interpreta-
tion der `Transwelt{Iden tit •at' unterlag.

Kommen wir nun zur angek•undigten Axiomatisierung, welche eine Va-
riante der Axiomatisierungen ist, die man in [Hughes/Cresswell 1996] bzw.
[Fitting/Mendelsohn 1998] �ndet. Diesegehenhistorisch auf Arb eiten von Saul
Kripk e (siehe[Kripk e 1963]) und Karel Lambert (siehe[Lambert 1963]) zur•uck,
welche unabh•angig voneinander und fast zeitgleich eine Abschw•achung des
Axioms der Universellen Instantiierung vorschlugen, welches im klassischen
Pr•adikatenkalk•ul formuliert werden kann als:

Klassische universelle Inst anti ier ung: Ist y frei f •ur x in � (x), so ist
8x� (x) ! � (y) ein Axiom.

Die Axiomatisierung ohne Identit •ats{ und Existenzsymbol, die wir PFL � nen-
nen wollen, lautet wie folgt:

De�nition 7.3 (Axiomatisierung von PFL � ) Im weiteren stehendie Aus-
dr•ucke � und  f•ur beliebigeFormeln. Alle Formeln des folgendenTyps seien
Axiome:

Tautologien: Alle Instanzen (in der Sprache ML ) von klassischenaussa-
genlogischenTautologien sind Axiome.

Hintere Generalisier ung: Kommt die Variable x nicht frei in � vor, so
ist die Formel � ! 8x� ein Axiom.

Universelle Distribution: 8x(� !  ) ! (8x� ! 8x ).

Permut ation: 8x8y� $ 8y8x� .

Universelle Inst anti ier ung: Ist y frei f•ur x in � (x), so ist 8y(8x� (x) !
� (y)) ein Axiom.

46 Man beachte, da� hier der Gebrauch von zwei verschiedenen Variablen wesentlic h ist,
denn nat •urlich soll die Formel x = x ^ � x 6:= x als unerf•ullbar gelten, solangeeine erreichbare
m•ogliche Welt existiert.

47 Dabei bleibt jedoch noch o�en, ob eventuell gewisse Gegenst•ande in einer Welt auch
`numerisch' identisch mit Gegenst•anden in einer anderen Welt sein k•onnen. David Lewis hatte
dies noch aus sowohl philosophischen wie technischen Gr •unden ausgeschlossenund spricht von
der `world{b oundedness'eines Individuums. Wir werden dies i. allg. zulassen| ein Beispiel
w•are die Wahl der identischen Funktion als Gegenst•uckabbildung | und in diesem Fall die
Formel x := y ^ � x 6:= y als falsch erachten.

48 Siehedas Postskriptum Teil E
"
DoesCounterpart Theory ChangeLogic\ zu

"
Counterpart

Theory and Quanti�ed Modal Logic\ in [Lewis 1968] (Ausgabe von 1983).
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De�nition 7.4 (Schlu�regeln von PFL � :) Wir haben zwei Deduktions-
regeln:

Modus Ponens: Sind die Formeln � und � !  beweisbar, so auch  :

� ; (� !  )
 

Universelle Quantifika tion: Ist eine Formel � beweisbar, so auch 8x�
f•ur eine beliebigeVariable x:

�
8x�

Wir schlie�en noch einigeBemerkungenzu dieserAxiomatisierung an: Schw•acht
man dasAxiom der klassischenUniversellen Instantiierung wie obenangegeben
ab, so ist das Permutation genannte Quantorenprinzip nicht mehr | wie im
klassischen Pr•adikatenkalk•ul | beweisbar und mu� daher folgerichtig als Axi-
om hinzugenommenwerden.49 Bis auf das Axiom der hinteren Generalisierung
stimmt unsereFormulierung mit der in [Fitting/Mendelsohn 1998] •uberein.Die-
sesAxiom lautet dort:

Leere Quantifika tion: Kommt die Variable x nicht frei in � vor, so ist
die Formel 8x� $ � ein Axiom.

DiesesAxiom wollen wir verwerfen, da es, falls man auch leere Quanti�-
kationsbereiche zul•a�t (was wir tun werden), nicht mehr allgemeing•ultig ist.
Mithin ist auch die Formel 8x� (x) ! 9x� (x) nicht mehr allgemeing•ultig. Eine
weitere Motiv ation daf•ur, diesesAxiom nicht zuzulassen,ist die Tatsache, da�
andernfalls die Formel 2 9x(x := x) allgemeing•ultig ist, denn die Behauptung,
da� eseinelogischeWahrheit sei,da� notwendigerweise`Dinge' existieren,kann
mit Recht bestritten werden.Dies sollte Bestandteil einer modalen Theorie und
nicht der Logik sein, denn esenth •alt eine Existenzbehauptung. Gewisserma�en
ist die Abschw•achung der leeren Quanti�kation der entscheidendeSchritt der
uns hier von einer Axiomatisierung der klassischen Logik trennt. Das Systemin
[Fitting/Mendelsohn 1998] ist n•amlich insofern eine Axiomatisierung der klas-
sischen Logik, als esexakt die klassisch g•ultigen S•atze, also Formeln ohne freie
Variablen, beweist.

Wir geben nun eine zweite Axiomatisierung an, welche vor allem dadurch
motiviert ist, Existenzannahmensprachlich explizit zu machen. Diese Formu-
lierung wird schlie�lic h den weiteren formalen Entwicklungen zu Grunde gelegt
werden.Zun•achst geben wir die rein pr•adikatenlogischen Axiome ohneIdentit •at
an. DiesesSystem wollen wir PFL E ! nennen. Hierbei ist das Existenzsymbol,
welches wir der Literatur folgend mit E ! bezeichnen wollen, als primitiv auf-
zufassen.Semantisch wird seine Extension in einem Modell gerade mit dem
Quanti�k ationsbereich zusammenfallen.Gehen wir zu reicheren Sprachen mit
Identit •at •uber, so l•a�t sich E!(x) auch de�nieren als 9y(y := x), wobei y ver-
schieden von x zu w•ahlen ist. Hierzu werden sp•ater noch einige Bemerkungen
gemacht.

49 Spekulationen •uber die philosophische Bedeutung des so abgeschw•achten Axioms �ndet
man in Ermanno BencivengasAufsatz

"
Why Free Logic?\ [Bencivenga 1989].
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De�nition 7.5 (Axiomatisierung von PFL E !) Im weiteren stehen die
Ausdr•ucke � und  f•ur beliebige Formeln. Alle Formeln des folgenden Typs
seien Axiome:

Tautologien: Alle Instanzen (in der Sprache ML ) von klassischenaussa-
genlogischenTautologien sind Axiome.

Hintere Generalisier ung: Kommt die Variable x nicht frei in � vor, so
ist die Formel � ! 8x� ein Axiom.

Universelle Distribution: 8x(� !  ) ! (8x� ! 8x ).

E! 1: 8xE !(x).

E! 2: Ist y frei f•ur x in � (x; �z) und y =2 �z, so ist 8x� (x; �z) ! (E !(y) ! � (y; �z))
ein Axiom.

De�nition 7.6 (Schlu�regeln von PFL E !:) Wie bisher haben wir die bei-
den Schlu�regeln Modus Ponensund UniverselleQuanti�k ation.

Nehmen wir das Identit •atssymbol in die Sprache auf, so fordern wir zus•atzlich
folgendeAxiome:

De�nition 7.7 (Axiome f •ur die Iden tit •at:) Es seienx und y beliebigeVa-
riablen und � eine beliebigeFormel, so da� x frei in � vorkommt sowiey frei f•ur
x in � (x) ist. Die Notation � (y==x) stehef•ur Formeln die aus � hervorgehen,
indem einige (nicht notwendig alle) Vorkommen von x durch y ersetzt werden.
Dann sind alle Formeln des folgendenTyps Axiome:

Selbstidentit •at: (x := x)

Leibniz' Gesetz: (x := y) ! (� ! � (y==x))

Das System, das sich aus PFL E ! durch Hinzunahme der Axiome f•ur die Iden-
tit •at ergibt, wollen wir schlicht PFL nennen. Es sei bemerkt, da� das so for-
mulierte Leibniz' Gesetz nur ein schwaches erststu�ges Gegenst•uck des vol-
len Leibniz{Prinzips der Ununterscheidbarkeit von Identischem ist. Einerseits
schlie�t eskeine Nichtstandard{Mo delle aus, in denenIdentit •at als sprachliche
Ununterscheidbarkeit aufgefasstwird. (Man bedenke, da� in `armen' Sprachen
m•oglicherweisenur sehr wenigeDinge diskriminiert werden k•onnen!) Anderer-
seitskann in zweitstu�ger Logik die Identit •at de�niert werden, indem man •uber
alle Eigenschaften P quanti�ziert und setzt:

x := y :$ 8P(P(x) $ P(y)) :

Das Leibniz' Gesetzist also eher als objektsprachlichesGegenst•uck desQuine-
schen metalogischen Prinzips der Substituierbarkeit von Identischem zu verste-
hen.

Schlie�lic h ist noch einewichtige Bemerkung •uber den Zusammenhangzwi-
schen Existenz und Identit •at zu machen, ein Sachverhalt, auf den vermutlich
als erster Jaakko Hintikk a aufmerksammachte.50 Formuliert man n•amlich ein

50 Vergleiche seinen Aufsatz
"
Existential Presuppositions and Their Elimination \

([Hin tikk a 1969]).
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Axiomensystemwie oben mit Existenzsymbol, jedoch ohne Identit •at, so ist das
Existenzsymbol prinzipiell nicht eliminierbar. Das hei�t, esexistiert keine For-
mel � (x), die dasExistenzsymbol nicht enth •alt, soda� die Formel � (x) $ E!(x)
beweisbar w•are. Dies wurde von Bencivenga, Lambert und Meyer bewiesen.51

Bereichert man die Sprache jedoch um dasIdentit •atssymbol, so l•a�t sich bewei-
sen, da� E !(x) •aquivalent ist zu 9y(y := x) (x verschieden von y), weshalb in
diesemFall

"
E!\ als de�niert begri�en werden kann. Dieser Sachverhalt wird

von Lambert auch als
"
Hintikk a's Theorem\ bezeichnet, von welchem wir weiter

unten Gebrauch machen werden.

Satz 7.1 (Hin tikk a's Theorem) Im Kalk•ul PFL
:
= ist das folgendeBikondi-

tional beweisbar:
PFL

:
= ` E !(x) $ 9y(y := x);

wobei x verschieden von y zu w•ahlen ist.

B e w e i s. Die urspr•ungliche Formulierung Hintikk a's in [Hintikk a 1969]
war eher semantischer Natur, da er dort mit sogenannten

"
model sets\ | in

moderner Terminologie maximal konsistenten Formelmengen| arbeitete und
zeigte, da� die Negationen der beiden Implik ationen E!(x) ! 9y(y := x) und
9y(y := x) ! E !(x), alsodie Formeln E!(x)^ :9 y(y := x) und 9y(y := x)^ : E !(x)
respektive nicht erf•ullbar sind. Wir folgengrob seinerBeweisidee,arbeiten aber
rein syntaktisch im Beweiskalk•ul PFL

:= . Zu zeigen sind also die beiden fol-
gendenBeweisbeziehungen, wobei vorausgesetztsei, da� die Variablen y und x
verschieden sind:

(A) E !(x) ` P F L
:
= 9y(y := x)

(B) 9y(y := x) ` P F L
:
= E!(x)

Mit Hilfe des Deduktionstheorems folgt dann leicht die Beweisbarkeit des
Bikonditionals E!(x) $ 9y(y := x). Beginnenwir mit dem Beweis von (A). Wir
haben folgendeAbleitungskette:

E !(x) ` P F L
:
= (x := x) Identit •atsaxiom (1)

E !(x) ` P F L
:
= E!(x) ^ (x := x) Mit Tautologie aus (1) (2)

E !(x) ` P F L
:
= 8y: (y := x) ! (E !(x) ! : (x := x)) Instanz von E! 2 (3)

E !(x) ` P F L
:
= : (E !(x) ! : (x := x)) Tautologische Umformung aus (2) (4)

E !(x) ` P F L
:
= :8 y: (y := x) Mit Modus Tollens aus (3) (5)

E !(x) ` P F L
:
= 9y(y := x) Quantorenregel (6)

PFL
:= ` E !(x) ! 9y(y := x) Deduktionstheorem (7)

Zum Beweisvon (B) seiauf dasunten ausgef•uhrte Vollst•andigkeitsresultat und
auf Lemma 7.7 verwiesen. 2

Die Er•orterungen der Axiomatik abschlie�end, sei bemerkt, da� es vielf •altige
und interessante formale Verbindungenzwischen Systemender freien Logik auf

51 Vergleiche [Lambert 1997] S. 42 und S. 83� bzw. [Bencivenga/Lambert/Mey er 1982].
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der einen und der klassischen Pr•adikatenlogik auf der anderen Seite gibt. 52

Wir halten hier lediglich fest, da� man durch eine geeigneteBereicherung des
Axiomensystemsvon PFL

:= die klassische Pr•adikatenlogik erh•alt. Wir nehmen
hierzu an, da� das Existenzsymbol de�niert sei als E !(x) := 9y(y := x) (y
verschieden von x).

Lemma 7.1 (Reduktion auf den klassischen Pr •adik atenk alk •ul)
Bereichert man das AxiomensystemPFL

:= um das SchemaCl:

(Cl) E !(x);

wobei die Variable x beliebig sei, so erh•alt man eine Axiomatisierung desklas-
sischenPr•adikatenkalk•uls.

B e w e i s. O�en bar kann man mit Hilfe des Schemas (Cl) ohne weiteres
die klassische universelleInstantiierung zur•uckgewinnen. Damit hat man aber
bereits eine Axiomatisierung der klassischen Pr•adikatenlogik. F•ur Details ver-
gleiche [Bencivenga1986]. 2

Wir kommen nun zur De�nition der semantischen Strukturen f•ur die Logik
PFL

:
= . Die Logik PFL

:
= werden wir im folgendenschlicht freie Logik nennen.

De�nition 7.8 (Strukturen) Ein Tripel S = hUS; DS; I Si ist eine Freie Lo-
gik Struktur , k•unftig kurz Struktur, falls US eine nicht{leere Menge ist, D S

eine (m•oglicherweiseleere) Teilmengevon US und schlie�lich I S eine Interpre-
tationsfunktion , welchejedem n{stel ligen Relationssymbol der Sprache L eine
Teilmenge des n{dimensionalen kartesischenProdukts von US zuordnet. Wir
bezeichnendann die Klasse aller Strukturen mit K P F L .

Die Menge US fassenwir informell als
"
Universeof Discourse\ auf, das hei�t

als die Menge der Gegenst•ande, •uber die wir reden wollen. Die TeilmengeD S

hingegenumfa�t dann diejenigenGegenst•ande,derenExistenz wir pr•asupponie-
ren. DieseGegenst•andenimmt man als aktual existierendan. Man beachte, da�
w•ahrendsich der Wirkungsbereich der Quantoren auf die MengeD S beschr•ankt,
Relationssymbole in der Menge US der `m•oglichen Gegenst•ande' interpretiert
werden.

De�nition 7.9 (Belegungen) Ist eine Struktur S gegeben, so ist eine Be-
legung � : Var � ! US eine Abbildung von der Menge Var der Variablen
in die Menge US der m•oglichen Gegenst•ande von S. Eine Belegung hei�t ei-
ne x{V ariante von � , falls sie in allen Variablen au�er m•oglicherweisein x
mit � •ubereinstimmt. Eine Belegung e� hei�t eine existentielle x{V ariante, falls
e� (x) 2 DS. Ist e� eine existentielle x{V ariante mit e� (x) = a 2 D S, so schreiben
wir f•ur e� auch � a

x .

De�nition 7.10 (Mo delle) Ein Modell M f•ur die Freie Logik ist ein Paar
hS; � i , bestehendaus einer Struktur S und einer Belegung � in US.

52 Man vergleiche hierzu [Bencivenga 1986] und insbesondere[Trew 1970].
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Die Modellbeziehung f•ur Formeln wird nun mit Ausnahme von 9{Formeln in
der •ublichen Weiseerkl•art. Steht uns kein Identit •atssymbol zur Verf•ugung und
ist somit das Existenzsymbol E ! als primitiv zu verstehen, so ben•otigen wir
auch f•ur diesesSymbol eine extra Klausel. Die beiden Klauseln lauten nun wie
folgt:

hS; � i � 9x� :( ) esgibt eine existentielle x{V ariante e� so da� hS; e� i � �;

sowie f•ur das Existenzsymbol

hS; � i � E !(x) :( ) � (x) 2 D S:

7.1.2 Freie Logik: Korrektheit und Vollst •andigk eit

Da wir in den Abschnitten 7.3 und 7.4 die Korrektheit und Vollst•andigkeit des
modalenKalk •uls FK bzgl. einesModellkonzeptszeigenwerden,welchesauf den
bisher vorgestellten Modellstrukturen f•ur die freie Logik aufbaut, reicht es an
dieserStelle einigehistorische Bemerkungenzu machen, da wir die Ad •aquatheit
der obigen Semantik bzgl. des Kalk •uls PFL

:= auf dieseWeise implizit mitb e-
weisen.

Der erste publizierte Vollst•andigkeitsbeweis f•ur das oben angegebene
Axiomensystem PFL � ohne Identit •at und Existenzsymbol �ndet sich in
[Leblanc/Meyer 1970]. Die im letzten Abschnitt vorgestellten Modellstruktu-
ren | man nennt diesen Ansatz h•au�g auch den

"
inner domain{outer do-

main approach\ | wurden unabh•angigvoneinandervon Nuel Belnap und Karel
Lambert Ende der 1950erJahre vorgeschlagen. Einen detaillierten Beweis der
Ad•aquatheit desKalk •uls PFL bzgl. dieserSemantik �ndet man in der Arb eit
[Leblanc/Thomason 1968]. Der erste publizierte Vollst•andigkeitsbeweis �ndet
sich hingegenin Bas van FraassensArb eit

"
The Completenessof Free Logic\

[van Fraassen1966] und basiert nicht auf den hier vorgestelltenModellstruktu-
ren, sondernauf der sogenannten

"
supervaluational semantics\ . DieseSemantik

hat aber dar•uber hinaus zahlreiche Anwendungenin anderenGebietender phi-
losophischen Logik gefunden,wof•ur stellvertretend Kit Fines Analyse von `Vag-
heit' genannt sei [Fine 1975]. Die Hauptmotiv ation, eine alternative Semantik
f•ur die freie Logik anzugeben, bestand aber darin, den Verdacht zu zerstreuen,
sich auf eine Meinongsche Philosophie nicht aktualisierter aber m•oglicher Ge-
genst•ande festlegenzu m•ussen.53 Es sei hier jedoch noch in aller K •urze darauf
hingewiesen,da� auch der hier pr•asentierte semantische Apparat eine solche
Interpretation keineswegserzwingt. Vielmehr sind verschiedeneExplikationen
der Semantik vorgeschlagen worden, welche den

"
outer domain\ auf eine onto-

logisch `harmlose' Weisezu interpretieren gestatten. Zu nennenw•are etwa die
Arb eit [Lambert/Mey er 1968], welche den

"
outer domain\ als Menge linguisti-

scher Ausdr•ucke interpretiert. 54

53 Vgl. [Meinong 1973] und f•ur einen Versuch der Rehabilitierung der Meinongschen Philo-
sophie [Parsons 1980].

54 Vergleiche aber auch die Arb eiten [van Fraassen1967] und [Scott 1967], die andere
Ans•atze verfolgen.
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7.1.3 Freie Mo dallogik: Axiomatisierung

Wir werden nun die freie Logik mit der modalen Logik K kombinieren und das
resultierende System FK (sprich

"
free K\ ) nennen. Durch Bereicherung des

quantorenlogischen Teils der Logik (wie in Lemma 7.1 ausgef•uhrt) erh•alt man
die Logik QK (

"
quanti�ed K\ ), welche •ublicherweiseals `Basislogik' zugrunde

gelegt wird. Bereichert man weiterhin den modalen Teil der Axiomatik, so ge-
langt man zu Systemendie wir | Standard{Konventionen folgend | mit FS4,
QS4, QT etc. bezeichnen werden.Dar•uber hinaus werdenwir im folgendendas
Identit •atssymbol als logischesSymbol zur Sprache hinzuz•ahlen. Streng genom-
men sollten wir also die Logiken zus•atzlich mit dem Superskript

:= versehen,
d.h. von den Logiken QS4

:= oder FK
:= etc. sprechen.

De�nition 7.11 (Axiome f •ur die Iden tit •at:) Es seien x und y beliebige
Variablen und � (x; �z) eine beliebigeFormel, so da� x | neben eventuell wei-
teren Variablen �z | frei in � (x; �z) vorkommt, y nicht frei im Wirkungsbereich
einesmodalen Operators vorkommt sowiey frei f•ur x in � (x; �z) ist. Die Notati-
on � (y==x) stehef•ur Formeln die aus � hervorgehen,indem man an Stellen in
denenx frei, aber nicht im Wirkungsbereich einesmodalen Operators ist, einige
(nicht notwendig alle) Vorkommen von x durch y ersetzt. Im Wirkungsbereich
eines modalen Operators ersetzeman hingegen entweder alle oder keine Vor-
kommen der Variable x durch y. Dann sind alle Formeln des folgendenTyps
Axiome:

Selbstidentit •at: (x := x)

Mod ales Leibniz' Gesetz: (x := y) ! (� ! � (y==x))

Unter welchen Substitutionen eine modale Pr•adikatenlogik abgeschlossensein
sollte, ist umstritten. Es hat sich eingeb•urgert | man vergleiche diesbez•uglich
noch einmal die De�nition 5.1 | einen Abschlu� unter, wie wir es genannt
haben, zweitstu�gen Substitutionen zu fordern. Die De�nition dieser Substi-
tutionen wiederholenwir der Bequemlichkeit halber noch einmal in De�nition
7.13 unten.

Die Frage, unter welchen Umst•anden es sinnvoll w•are modale Pr•adikaten-
logiken, die lediglich unter schw•acheren zweitstu�gen Substitutionsprinzipien
abgeschlossensind, zuzulassen,mu� an anderer Stelle behandelt werden.

De�nition 7.12 (Erststu�ge Substitution: Terme f •ur Variablen)
Ist � (x; �z) eine modale Formel, in der x frei vorkommt und ist y frei f•ur x in
� (x; �z), so ist die Formel � (y=x; �z) eine erststu�ge Substitutionsinstanz. Dabei
sind in der Formel � (y=x; �z) alle freien Vorkommen von x durch y ersetzt.

De�nition 7.13 (Zw eitstu�ge Substitution: Formeln f •ur Pr •adik ate)
Sei � eine Formel, in der das n{stel lige Relationssymbol P vorkommt und
sei  eine weitere modale Formel. Dann hei�t ( =P( �x)) � eine zweitstu�ge
Substitutionsinstanz von � . Dabei geht ( =P( �x)) � aus � hervor, indem jedes
Vorkommen von P n ( �y) in � durch ( �y=�x) ersetzt wird, wobei m•oglicherweise
gebundeneVariablen umbenannt werden m•ussen.
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De�nition 7.14 (Mo dale Pr •adik atenlogik en) Der Kalk•ul FK enth•alt alle
Axiomen{Schemata und Regeln des Kalk•uls PFL (angewandt auf die Formel-
mengeML ) sowie das Schema
(bd) � (� !  ) ! (� � ! �  ) (Box{Distribution oder Normalit •at)
und die Regel
(mn) � = � � (Necessitation).
Wir werden im folgenden h•au�g kalk•ulisierte Logiken mit der Menge der im
Kalk•ul beweisbaren Formeln identi�zier en, d.h. etwa die Logik FK als Teil-
mengevon ML au�assen.

Bereichert man die (Basis{) Logik FK um die Axiomenschemataf•ur die
Identit •at, so erh•alt man das SystemFK

:= . Erg•anzt man zus•atzlich modale oder
quantorenlogischeAxiomenschematawie etwa B a, T, Cl oder 4, so erh•alt man
SystemeFBa , QT etc.

Eine beliebigemodale Pr•adikatenlogik wird gleichfalls durch ihre Theoreme
spezi�ziert. Dabei hei�t L eine modale Pr •adikatenlogik, falls FK � L � ML
gilt und L abgeschlossenist unter den Regeln (mn), (8) und (mp) und mit jeder
Formel � 2 L auch jede erst- oder zweitstu�ge Substitutionsinstanz e� 2 L ist.
Wir sagendann auch, da� L unter Substitutionen abgeschlossenist. Bez•uglich
zweitstu�ger Substitution sind eventuell einige Einschr•ankungennotwendig, die
verhindern, da� eingeschr•ankte Schemata,wie etwadasmodale Leibniz' Gesetz,
verletzt werden. Ist FK

:= � L , so hei�t L eine modale Pr•adikatenlogik mit
Identit •at.

Lemma 7.2 Ist L eine modale Pr•adikatenlogik im Sinne von De�nition 5:1,
so ist L auch unter erststu�gen Substitutionen abgeschlossen,d.h. eine modale
Pr•adikatenlogik im Sinne von De�nition 7.14.

B e w e i s. Sei L eine modale Pr•adikatenlogik im Sinne von De�nition 5.1.
Dann umfa�t L die klassische Pr•adikatenlogik, also insbesonderedas Prinzip
der klassischenuniversellen Instantiierung. Ist dann � (x; �z) 2 L und y frei f •ur x
in � (x; �z), so ist zun•achst | nach einer Anwendung der Regelder universellen
Quanti�kation | 8x� (x; �z) 2 L . Es ist aber

8x� (x; �z) ! � (y=x; �z)

eine Instanz des Schemasder klassischen universellen Instantiierung. Also ist
auch � (y=x; �z) 2 L , was zu zeigenwar. 2

Durch die obige De�nition der Identit •atsaxiome schr•anken wir das Quine-
sche Prinzip der Substituierbarkeit von Identischem insofern ein, als wir es
so formulieren, da� es keine Implik ationen bez•uglich m•oglicher Querweltein{
Identi�zierungen der Gegenst•andehat. Dies wird ausreichen, um in der Theorie
einer einzelnenWelt `klassische Verh•altnisse' zu erzwingen.Formeln hingegen,
welche `Querweltein{Identi�zierungen' annehmen,sollen als Teil einer gegebe-
nen modalen Theorie aufgefasstwerden.
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Zur Illustration seieneinige Beispielevon Formeln angegeben, welche keine
Instanzen desLeibniz' Schemassind:

(x := y) ! (2 (x := x) ! 2 (x := y))

(Es sind nicht alle Vorkommen von x durch y ersetzt, x ist frei im Wirkungs-
bereich von

"
� \ _)

(x := y) ! (� (x 6:= y) ! � (y 6:= y))

(Die Variable y kommt frei im Wirkungsbereich einesmodalen Operators vor.)

(x := y) ! (9y� (x 6:= y) ! 9y� (y 6:= y))

(Die Variable y ist nicht frei f•ur x.)

FolgendeFormeln hingegensind korrekte Instanzen desSchemas:

(x := y) ! (2 (x := x) ! 2 (y := y))

(Es sind alle Vorkommen von x durch y ersetzt.)

(x := y) ! (� (x 6:= z) ! � (y 6:= z))

(Die Variable y kommt nicht frei im Wirkungsbereich einesmodalen Operators
vor.)

(x := y) ! ((x := z) ! (y := z))

(y ist frei f•ur x und kommt nicht im Wirkungsbereich einesmodalen Operators
vor.)

(x := y) ! ((x := x) ! (y := x))

(y ist frei f•ur x und kommt nicht im Wirkungsbereich einesmodalen Operators
vor. Es ist nur ein Vorkommen von x durch y ersetzt.)

Wie die letzten beidenBeispielezeigen,k•onnenwir alsoohneweiteresnachwei-
sen, da� das Identit •atssymbol

"
:= \ in einer gegebenen Welt die Axiome einer

•Aquivalenzrelation erf•ullt.
F•ur sp•atere Referenzhalten wir noch einige Standardeigenschaften desBe-

weiskalk•uls fest.

Satz 7.2 (Endlic hk eitssatz f •ur ` ) Ist � eine Formelmenge,� eine Formel
und gilt � ` � , so existiert bereits eine endliche Teilmenge� 0 von � , so da�
� 0 ` � .

B e w e i s. Diese Eigenschaft ergibt sich direkt aus der De�nition eines
formalen Beweises. 2

Satz 7.3 (Deduktionstheorem f •ur ` ) Seien� eine Formelmengeund � so-
wie  beliebigeFormeln. Dann gilt � ; � `  genaudann, wenn � ` � !  .

B ew e i s. Der Beweis •ubertr •agt sich w•ortlich ausdemklassischen Fall, da die
uns interessierendenKalk •ule die klassische Aussagenlogikumfassen.Vergleiche
etwa [Rautenberg 1996]. 2
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7.2 Mo dellstrukturen f•ur die freie Mo dallogik

Eine modale Struktur | die exakte De�nition gebe ich in 7.16 | besteht im
folgendenauseinerFamilie von erststu�gen Strukturen der Freien Logik zusam-
men mit einer Familie von Counterpart{Relationen zwischen diesenStrukturen.

Wir werden das Konzept des
"
universeof discourse\ dahingehendverallge-

meinern, als wir von lokalen und globalen Diskursuniversen sprechen werden.
Ist uns eine Familie hSi ; i 2 I i von Strukturen der freien Logik gegeben, so ist
das lokale Diskursuniversum der Struktur Si die Menge USi . Analog ist DSi

der lokale Quanti�k ationsbereich von Si . Jede Struktur beinhaltet also gewis-
serma�en ihre eigene`Ontologie', die nebst einem Quanti�k ationsbereich auch
ihren eigenenBereich `�ktionaler' Gegenst•ande kennt. Diese kann von Struk-
tur zu Struktur variieren. Das globale Diskursuniversum ist dann die Menge
Du :=

S
i 2 I Ui und umfa�t alle Gegenst•ande, •uber die in irgendeiner der Struk-

turen aus der Familie I `geredet'wird.
Die einzige Bedingung nun, die wir an die Counterpart{Relationen stel-

len werden, ist ihre Links{T otalit •at. Diese Eigenschaft werden wir auch die
Counterpart{Existenz{Eigenschaft nennen.

Dies soll die Idee widerspiegeln,da� wir nur dann sinnvoll davon sprechen
k•onnen, da� eine Welt m•oglich (oder erreichbar) relativ zu einer anderen ist,
wennwir zumindestzu jedem`Gegenstand'in der einenWelt einen`Gegenstand'
in der anderenWelt zur Verf•ugung haben. Um dies einzusehen,betrachte man
eineFormel der Gestalt � � (x) und nehmean M und N seienzwei Modelle der-
art, da� N von M ausals erreichbar gelte und der Gegenstand� M (x) 2 UM kein
Gegenst•uck in N habe. Wie soll man den Wahrheitswert von � � (x) in M festle-
gen?O�en bar ist hier | da der Term x in N nicht denotiert | einead{hoc Fest-
legungnotwendig. Dies k•onnte etwa dadurch geschehen,da� jede solche Formel
als `falsch' interpretiert wird, wodurch jedoch eineAufgabedesBivalenzprinzips
unvermeidlich wird. 55 Will mal also an einer bivalenten Tarskischen Semantik
festhalten, so sind gewisseBedingungen an erlaubte Counterpart{Relationen
unerl•a�lic h. Die folgendeDe�nition ersetzt insbesonderedie •ubliche Forderung
nach Monotonizit •at der Gegenstandsbereiche.

De�nition 7.15 (Coun terpart{Existenz{Eigensc haft) Seien S und T
zwei Freie{Logik Strukturen, sowie C eine beliebige bin•are Relation zwischen
den Gegenstandsbereichen US und UT . Dann hat C die Counterpart{Existenz{
Eigenschaft (kurz CE{Eigenschaft) genau dann, wenn jedes Element aus US

mit mindestenseinem Element aus UT in Relation steht, formal:

8x 2 US 9y 2 UT : hx; yi 2 C

Wir sagendann, da� die Relation C eine CE{Relation ist. Weiter bezeichnen
wir die Menge aller CE{Relationen zwischenUS und UT kurz mit CS;T und

55 Das Bivalenzprinzip kann kurz wie folgt formuliert werden: Ist M ein Modell und � ( �x)
eine Formel, so ist entweder � ( �x) oder : � ( �x) `wahr' in M (formal: entweder M � � ( �x) oder
M � : � ( �x)). Dies ist klar vom Prinzip destertium non datur zu unterscheiden, welchesbesagt,
da� nicht zugleich eine Formel und ihre Negation in einem Modell `wahr' sein k•onnen, formal:
M 2 � ( �x) ^ : � ( �x).
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schlie�lich die Mengealler CE{Relationen zwischenden Gegenstandsbereichen
zweier Strukturen aus einer Familie W von Strukturen als CW , formal:

CW = f C 2 CS;T j S; T 2 Wg

De�nition 7.16 (Mo dale Struktur) Wir nennen ein Paar f = hW; Ci eine
modale Struktur , falls W 6= ; eine nicht{leere Teilmenge der Klasse K P F L

:
=

aller Strukturen der Freien Logik ist und C � CW eine Teilmenge der Menge
CW aller CE{Relationen zwischen(Gegenstandsbereichen von) Strukturen aus
W. Strukturen S ausW nennenwir auch m•ogliche Welten. Die zu einer modalen
Struktur geh•orige Menge von CE{Relationen zwischenzwei m•oglichen Welten
S und T bezeichnenwir dann mit CoS;T . Es ist also CoS;T := C\ CS;T. Die Klasse
aller modalen Strukturen bezeichnenwir schlie�lich mit FrK.

De�nition 7.17 (Mo dales Frame) Wir nennen ein Paar F = hU; Ci ein
modales Frame, falls U eine nicht{leere Familie fhD i ; Ui i j i 2 I und D i �
Ui 6= ;g (I 6= ; ) von lokalen Diskursuniversen ist und C eine Teilmenge der
Menge aller CE{Relationen zwischenden Ui aus U. Ein modales Frame ist
also nichts anderes als eine modale Struktur ohne Interpretationsfunktionen.

Das Konzept der Erreichbarkeitsrelation auf der Menge der m•oglichen Welten
wird nun ersetzt durch die Forderung nach der Existenz einer CE{Relation
zwischen diesenWelten. Ist uns also eine modale Struktur f gegeben, so sagen

wir, da� die Welt S die Welt T vermittels der Relation C 'sieht', kurz S C� ! T,
genau dann, wenn C 2 CoS;T ist. Ist CoS;T = ; , so sagenwir, da� die Welt T
von S aus nicht erreichbar ist.

De�nition 7.18 (Mo dales Mo dell) Ein modales Modell M ist ein Paar
hf; � i , bestehendaus einer modalen Struktur hW; Ci und einer Funktion

� : W � Var � ! Du mit �( S; x) 2 US;

wobei Du dasglobale Diskursuniversumund US daslokaleUniversum der Struk-
tur S sei. Die Funktion � legt also f•ur jede Struktur S aus W eine Variablenbe-
legung � S : Var � ! US fest.

Wir k•onnen ein so de�niertes modales Modell demnach auch als eine Klasse
von erststu�gen Modellen f•ur die Freie Logik au�assen, welche um eineFamilie
von Gegenst•uckrelationen im Sinne von De�nition 7.16 bereichert wurde. Wir
erkl•aren nun | in der •ublichen Weise| induktiv •uber denAufbau der modalen
Formeln die Beziehung \ hf; S; � Si � � (y1; : : : ; yn )".

Wir geben dabei | in redundanter Weise| auch die Erf •ullungsbeziehun-
gen f•ur die als de�niert zu verstehendenSymbole 8; � etc. an, da wir hiervon
sp•ater Gebrauch machen wollen. Selbstverst•andlich beschr•anken wir uns jedoch
bei induktiv en Beweisen •uber den Formelaufbau auf die `genuin' zur Sprache
geh•origen Symbole.
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De�nition 7.19 (Mo dellb eziehung) Im folgenden seien � (y1; : : : ; yn ) und
 (z1; : : : ; zm ) modale Formeln mit den freien Variablen y1; : : : ; yn und
z1; : : : ; zm respektive. Diesewerden jedoch nur erw•ahnt werden, wenn dies n•otig
ist. Sei M ein modalesModell, S eine m•ogliche Welt aus M und sei � S die zu-
geh•orige Belegung. Wir de�nier en:

(a) hf; S; � Si 2?

(b) hf; S; � Si � x i
:= x j :( ) � S(x i ) = � S(x j ) in US.

(c) hf; S; � Si � R(y1; : : : ; yn ) :( ) h� S(y1); : : : ; � S(yn )i 2 I S(R).

(d) hf; S; � Si � : � :( ) hf; S; � Si 2 � .

(e) hf; S; � Si � � ^  :( ) hf; S; � Si � � und hf; S; � Si �  .

(f ) hf; S; � Si � � � (y1; : : : ; yn ) :( ) f•ur alle S C� ! T und alle hy1; : : : ; yn i {
Varianten f� T , so da� h� S(yi ); f� T (yi )i 2 C f•ur i = 1; : : : ; n :
hf; T; f� T i � � (y1; : : : ; yn ).

(g) hf; S; � Si � � � (y1; : : : ; yn ) :( ) es gibt ein S C� ! T und eine hy1; : : : ; yn i {
Variante f� T , so da� h� S(yi ); f� T (yi )i 2 C f•ur i = 1; : : : ; n und
hf; T; f� T i � � (y1; : : : ; yn ).

(h) hf; S; � Si � 8x� (x) :( ) f•ur alle existentiellen x{V arianten f� S gilt
hf; S; f� Si � � (x).

(i) hf; S; � Si � 9x� (x) :( ) es gibt eine existentielle x{V ariante f� S mit
hf; S; f� Si � � (x).

De�nition 7.20 (Mo dellklassen und Allgemeing •ultigk eit)
(i) Gilt f•ur alle m•oglichen Welten S aus dem Modell M = hf; � i , da�
hf; S; � Si � � (y1; : : : ; yn ), so schreiben wir hierf•ur M � � (y1; : : : ; yn ) und sa-
gen, da� � in M gilt. Die Theorie Th(M ) eines modalen Modells M ist dann
die Menge aller Formeln � , so da� M � � . Man beachte, da� im Unterschied
zum quantorenlogischenFall, die Theorie einesmodalenModells im allgemeinen
nicht vollst•andig ist.
(ii) Gilt andererseits hf; � i � � f•ur alle Belegungen� in die modale Struktur
f, so sagenwir, da� � in f gilt und schreiben f � � . Die Theorie Th(f) einer
modalen Struktur ist die Mengealler Formeln � , so da� f � � gilt.
(iii) Ist ferner M � � f•ur alle Modelle M aus einer Klasse K von modalen
Modellen, so sagenwir, da� � in K gilt oder, da� K eine Modellklasse f •ur �
ist. Hierf •ur schreiben wir kurz K � � . Ist umgekehrtK die Klasse aller modalen
Modelle M , so da� M � � , so hei�t K die Modellklassevon � und wird mit
K(� ) bezeichnet.
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(iv) Allgemeiner betrachten wir Modellklassenvon Mengen von Formeln �
und bezeichnendiesemit K(�) . Ist schlie�lich K die Klasse aller modalen Mo-
delle und gilt K � � , so schreiben wir kurz � � und sagen,da� � allgemeing•ultig
ist.
(v) Ist schlie�lich F ein modalesFrame, so gilt F � � genaudann, wenn f•ur
alle modalen Strukturen f, die aus F durch Erg•anzungirgendeinerInterpretati-
onsfunktion hervorgehen,f � � gilt. Die Theorie Th(F) eines modalen Frames
ist dann die Mengealler Formeln � , so da� F � � gilt.

7.3 Korrektheit der Semantik

Lemma 7.3 (Koinzidenzlemma) Sei � = � (y1; : : : ; yn ) eine modale Formel
mit F V(� ) = f y1; : : : ; yng und seienz1; : : : ; zn frei f•ur y1; : : : ; yn in � und paar-
weiseverschieden. Seienweiter zweiBelegungengegeben mit � S(yi ) = � S(zi ) f•ur
i = 1; : : : ; n. Dann gilt:

hS; � Si � � (y1; : : : ; yn ) ( ) hS; � Si � � (z1; : : : ; zn ):

B e w e i s. Wir beweisendie Behauptung induktiv •uber den Formelaufbau.
SeiM ein beliebigesmodalesModell, � (y1; : : : ; yn ) einebeliebigemodaleFormel
mit den freien Variablen y1; : : : ; yn und seiendie Variablen zi ; i = 1; : : : ; n frei
f•ur yi in � und paarweiseverschieden. Dann lautet die Induktionsannahme wie
folgt:

(Ind. Ann.) F•ur eine beliebige Struktur S aus dem modalen Modell M und
beliebigeBelegungen� S und � S mit der Eigenschaft, da� � S(yi ) = � S(zi )
f•ur i = 1; : : : ; n ist, gilt

hS; � Si � � (y1; : : : ; yn ) ( ) hS; � Si � � (z1; : : : ; zn ):

Da nun die Wahrheitsbedingungen f•ur die logischen Konstanten
: ; ^ ; _ ; 9x; und 8x sowie f•ur atomare Formeln in der •ublichen Weise
erkl•art sind, reicht es zun•achst, sich auf den Beweis des klassischen Koinzi-
denzlemmaszu berufen. F•ur die klassische Pr•adikatenlogik vgl. hierzu etwa
[Rautenberg 1996] (S. 52) und f•ur die Freie Logik im hier benutzten Sinne
vgl. [Bencivenga1986]. Wir k•onnen also annehmen,da� der Induktionsb eweis
f•ur atomare Formeln sowie f•ur :̀ ', `̂ ' und `9' durchgef•uhrt sei. Sei nun
| die Induktion abschlie�end |  (y1; : : : ; yn ) = � � (y1; : : : ; yn ), wobei die
Induktionsb ehauptung f•ur � gelte. Seienweiter S eine beliebige Struktur aus
M , zi frei f•ur yi in � (i = 1; : : : ; n) und seienBelegungen� S und � S gegeben
mit � S(yi ) = � S(zi ). Dann gilt per de�nitionem

hS; � Si � � � (y1; : : : ; yn )

genau dann, wenn es eine Struktur T in M gibt, so da� S C� ! T gilt und eine
hy1; : : : ; yn i {V ariante f� T existiert, so da� h� S(yi ); f� T (yi )i 2 C f•ur i = 1; : : : ; n
und

hT; f� T i � � (y1; : : : ; yn ):
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Sei dann f� T eine hz1; : : : ; zn i {V ariante von � T mit f� T (yi ) = f� T (zi ) f•ur i =
1; : : : ; n. Dann gilt aber nach Induktionsannahme:

hT; f� T i � � (z1; : : : ; zn ):

Da aber � S(yi ) = � S(zi ) und f� T (yi ) = f� T (zi ) gilt, folgt h� S(zi ); f� T (zi )i 2 C f•ur

i = 1; : : : ; n. Dies hei�t aber | da nach wie vor S C� ! T gilt | da�

hS; � Si � � � (z1; : : : ; zn )

gilt, womit der Induktionsb eweis abgeschlossenist. 2

Lemma 7.4 (Gebundene Um benenn ung) Sei � eine modale Formel und
sei x eine in � frei auftretende Variable. Ferner sei y eine Variable, welche
nicht in Var (� ) liegt. Bezeichnetdann � y

x diejenige Formel, die aus � dadurch
hervorgeht, da� s•amtliche freien Vorkommen von x durch y ersetzt werden, so
gilt f•ur jedesmodale Modell M und jede Struktur hS; � Si in M :

hS; � Si � 8x� ( ) hS; � Si � 8y� y
x :

B e w e i s. Sei y =2 Var(� ), d.h. y kommt weder frei noch gebunden in
� vor. Es ist nun hS; � Si � 8x� per de�nitionem genau dann, wenn f•ur alle
a 2 DS � US die Beziehung hS; � S

a
x i � � besteht.

Da nun y frei f•ur x in � (x) ist und

� S
a
x (x) = a = � S

a
y (y)

gilt, folgt unter Benutzung desKoinzidenzlemmas7.3, da� die obigeBedingung
•aquivalent ist zu hS; � S

a
y i � � y

x f•ur alle a 2 DS. Dies ist aber per de�nitionem
•aquivalent zu hS; � Si � 8y� y

x . 2

Satz 7.4 (Korrektheit) Sei FK die freie Modallogik, � 2 FK und M ein
beliebigesmodalesModell. Dann gilt: M � � , oder kurz � FK . Ist insbesondere
F ein beliebigesmodalesFrame, so gilt F � FK .

B e w e i s. Wir haben nachzuweisen,da� jede im Kalk •ul FK beweisbareFor-
mel � in jedembeliebigenmodalenModell M g•ultig ist, d.h. in jeder Welt dieses
Modells gilt. Hierzu ist ein beliebigesModell herauszugreifenund zun•achst zu
zeigen,da� alle Instanzender Axiomenschemata g•ultig sind. Sodann zeigt man,
da� die RegelndesKalk •uls, also Modus Ponens, Necessitation und Universelle
Quanti�kation die Allgemeing•ultigk eit von Formeln konservieren.

Tautologien: Da� alle Instanzen von klassischen aussagenlogischen Tauto-
logien allgemeing•ultig sind, folgt unmittelbar aus der (klassischen) De�nition
der Modellbeziehung f•ur die aussagenlogischen Junktoren und der Bivalenzder
Semantik.

Hintere Generalisier ung: Dies ist gleichfalls sofort einsichtig. Man be-
achte jedoch, da� die Formel 8x� in einer Welt einesmodalen Modells allein
aufgrund desUmstands wahr seinkann, da� der Quanti�k ationsbereich leer ist,
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w•ahrend gleichzeitig die Formel : � gilt. Mit anderenWorten, die Umkehrung
desAxiomenschemas,also 8x� ! � , ist nicht allgemeing•ultig.

Universelle Distribution: Sei S eine m•ogliche Welt aus M und � S die
zugeh•orige Belegung. Wir nehmen an, da� hS; � Si � 8x(� !  ) ^ 8x� gilt
und w•ahlen eine beliebige existentielle x{V ariante f� S von � S (Existiert keine
solche, so ist nichts mehr zu zeigen!).Dann gilt nach Annahme und De�nition
hS; f� Si � (� !  )^ � und damit auch hS; f� Si �  . Da die existentielle x{V ariante
beliebig gew•ahlt war, folgt schlie�lic h hS; � Si � 8x , was zu zeigenwar.

E! 1: Sei x eine beliebigeVariable. Dann ist die Formel E !(x) von der Form
9y(y := x), wobei y verschieden von x ist. Sei f� S eine beliebige existentielle
x{V ariante (Ist DS = ; , so ist wieder nichts zu zeigen!). W•ahle ferner eine
existentielle y{V ariante c� S von f� S mit f� S(x) = c� S(y). Dann gilt per de�nitionem
hS; c� Si � (y := x). Hieraus ergibt sich durch Anwendung der De�nition der
Modellbeziehung f•ur 9 bzw. 8, da� hS; � Si � 8x9y(y := x) gilt.

E! 2: Sei � (x; �z) eine modale Formel, y frei f •ur x in � (x; �z) und y =2 �z. Sei
ferner angenommen,da� hS; � Si � 8x� (x; �z) ^ E !(y) gilt. Dann folgt zun•achst,
da� � S(y) 2 DS gilt und daher auch hS; f� Si � � (x; �z) f•ur die x{V ariante f� S

mit f� S(x) = � S(y). Dann stimmen aber die Belegungenf� S und � S auf den
Variablentup eln (x; �z) und (y; �z) respektive •uberein, y =2 �z und y ist frei f•ur x
in � (x; �z). Daher folgt mit dem Koinzidenzlemma7.3, da� hS; � Si � � (y; �z) gilt,
was zu zeigenwar.

Selbstidentit •at Die Modellbeziehung hS; � Si � (x := x) gilt o�enbar per
de�nitionem f•ur jedeStruktur S und jedeBelegung� S der Variablen in US. Dies
folgt aus der Funktionalit •at der Variablenbelegungen.

Leibniz' Gesetz Wir beweisendies per Induktion •uber den Formelaufbau.
Dabei lautet die Induktionsb ehauptung wie folgt: Ist � eine beliebige modale
Formel, so da� e� = (x := y) ! (� ! � (y==x)) eine zul•assige Instanz des
Leibniz' Gesetzesist, so ist e� allgemeing•ultig.
(i) F•ur atomare Formeln ist die Behauptung trivial.
(ii) Sei� (x; y; �z) = :  (x; y; �z) und e� (x; y; �z) einezul•assigeInstanz desLeibniz
Schemas.Dann ist o�enbar auch e (x; y; �z) eine zul•assigeInstanz des Leibniz
Schemas,also nach Induktionsvoraussetzung

e (x; y; �z) = (x := y) ! ( (x; y; �z) !  (y==x;y; �z))

allgemeing•ultig. Dann ist aber auch

(x := y) ! ( (y==x;y; �z) !  (x; y; �z))

eine zul•assigeInstanz, da z.B. x in  (y==x;y; �z) nicht frei im Wirkungsbereich
eines modalen Operators ist, also allgemeing•ultig. W•are nun e� (x; y; �z) nicht
allgemeing•ultig, so existierte ein modalesModell M und eine m•ogliche Welt S
in M , so da�

hS; � Si � (x := y) ^ :  (x; y; �z) ^  (x==y; y; �z)

gilt. Dies ist aber wegender Allgemeing•ultigk eit von

(x := y) ! ( (y==x;y; �z) !  (x; y; �z))
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unm•oglich. Also ist e� (x; y; �z) gleichfalls allgemeing•ultig.
(iii) Sei � = ( ^ � ) DiesenFall zeigt man analog.
(iv) Sei � (x; y; �z) = 9w (w; x; y; �z) und e� (x; y; �z) eine zul•assigeInstanz des
Leibniz Schemas.Dann ist auch

(x := y) ! ( (w; x; y; �z) !  (w; y==x;y; �z)) (?)

eine zul•assigeInstanz, also nach Induktionsvoraussetzungallgemeing•ultig. Sei
angenommen,da� hS; � Si � (x := y) ^ 9w (w; x; y; �z) in einem modalen Modell
M gilt, d.h. � S(x) = � S(y) und hS; f� Si �  (w; x; y; �z) f•ur eine w{V ariante f� S

von � S. Da die Variable w von x und y verschieden ist, gilt auch f� S(x) = f� S(y)
und wegen(?) somit auch hS; f� Si �  (w; y==x;y; �z). Es folgt

hS; � Si � 9w (w; y==x;y; �z);

was den Fall (iv) abschlie�t.
(v) Sei � (x; �z) = �  (x; �z) und e� (x; �z) eine zul•assigeInstanz des Leibniz
Schemas.Dann kommt y nach De�nition der zul•assigenInstanzen nicht unter
den freien Variablen �z vor und die Variable x ist im Wirkungsbereich eines
modalen Operators. Die Instanz e� (x; �z) ist daher von der Form (x := y) !
(�  (x; �z) ! �  (y; �z)) wobei in  (y; �z)) alle Vorkommen von x durch y ersetzt
sind. Sei nun M ein beliebigesmodales Modell, S eine m•ogliche Welt in M
und gelte hS; � Si � (x := y) ^ �  (x; �z). Dann gilt also � S(x) = � S(y) und es
existiert in M eine m•ogliche Welt T und eine (x; �z){V ariante f� T von � T , so da�

S C� ! T und h� S(x); f� T (x)i 2 C sowie h� S(zi ); f� T (zi )i 2 C f•ur alle zi 2 �z gilt
und hT; f� T i �  (x; �z).

Sei nun c� T eine (y; �z){V ariante von � T mit c� T(y) = f� T (x) und c� T (zi ) =
f� T (zi ). M•oglicherweise ist f� T (x) 6= f� T(zi ) f•ur alle i . Daher ist die obige De�-
nition von c� T nur zul•assig,da y von allen zi nach Voraussetzungverschieden
ist. Die Belegungenc� T und f� T stimmen also auf den freien Variablen von  
•uberein und y ist frei f•ur x in  (x; �z) (und nat•urlich sind die zi frei f•ur zi ).
Nach dem Koinzidenzlemma folgt hT; c� T i �  (y; �z) und da � S(x) = � S(y) und
c� T eine (y; �z){V ariante von � T mit h� S(u); c� T (u) 2 C f•ur alle u 2 y [ �z ist, folgt
hS; � Si � �  (y; �z), was zu zeigenwar.

Bo x{Distribution Seien � ( �x) und  ( �y) modale Formeln mit den freien
Variablen �x und �y respektive und sei angenommen,da�

hS; � Si � � (� ( �x) !  ( �y)) ^ � � ( �x)

gilt. Sei ferner oBdA angenommen,da� eine m•ogliche Welt T in M und eine

CE{Relation C existieren, so da� S C� ! T gilt. Sei dann f� T eine beliebige �y{
Variante von � T , so da� h� S(yi ); f� T (yi )i 2 C f•ur alle yi 2 �y gilt. Da nun C eine
CE{Relation ist, existieren zu Variablen x j 2 �x n �y Elemente aj 2 UT , so da�
h� S(x j ); aj i 2 C gilt. De�niere nun eine �x [ �y{V ariante c� T von � T durch:

c� T(x) =
�

ai : falls x = x i 2 �x n �y
f� T(x) : sonst
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Dann gilt aber nach VoraussetzunghT; c� T i � (� ( �x) !  ( �y)) ^ � ( �x), also auch
hT; c� T i �  ( �y). Nun stimmen die Belegungenc� T und f� T auf den Variablen in �y
•uberein, weshalbnach Anwendung desKoinzidenzlemmashT; f� T i �  ( �y) folgt.
Dies zeigt, da� in der beliebig vorgegebenenStruktur S einesmodalen Modells
M S � � (� ( �x) !  ( �y)) ! (� � ( �x) ! �  ( �y)) gilt.

Es verbleibt zu zeigen,da� die Regeln des Kalk •uls die Allgemeing•ultigk eit
der Axiome an alle beweisbarenAusdr•ucke vererben.

Modus Ponens Seien� !  und � allgemeing•ultig und seiSeineWelt eines
beliebigenmodalenModells.Dann gilt nach VoraussetzunghS; � Si � (� !  )^ �
und nach De�nition der Modellbeziehung daher auch hS; � Si �  . Also ist auch
 allgemeing•ultig.

Universelle Quantifika tion Sei � allgemeing•ultig, x eine beliebige Va-
riable und sei f� S eine beliebigex{V ariante einer Belegung� S in die Struktur S
einesmodalen Modells M . Dann gilt nach VoraussetzunghS; f� Si � � (� allge-
meing•ultig) und da die x{V ariante beliebig war somit hS; � Si � 8x� .

Necessit ation Hier verf•ahrt man •ahnlich. Sei � ( �x) allgemeing•ultig und sei
hS; � Si eine m•ogliche Welt eines modalen Modells M . Sei angenommen,da�

S C� ! T und da� h� S(x i ); f� T (x i )i 2 C f•ur alle x i in �x gilt. Da � allgemeing•ultig
ist, gilt dann aber hT; f� T i � � ( �x) und damit auch hS; � Si � � � ( �x). 2

Satz 7.5 (Deduktionstheorem f •ur � ) Seien� eine Formelmengeund � so-
wie  beliebigeFormeln. Dann gilt � ; � �  genaudann, wenn � � � !  .

B e w e i s. Dies ergibt sich direkt aus der De�nition von � . 2
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7.4 Kanonisc he Mo delle

Sei L im folgendeneine beliebigemodale Pr•adikatenlogik im Sinne von De�ni-
tion 7.14. Wir werden | ganz •ahnlich wie im Fall der modalen Aussagenlogik
| zu jeder modalen Pr•adikatenlogik ein kanonischesModell M L konstruieren,
von dem wir zun•achst nachweisen, da� es ein modales Modell im Sinne der
De�nition 7.18 ist. Schlie�lic h werden wir zeigen,da� die Theorie Th(M L ) des
kanonischen Modells M L gerade die Logik L ist. Ich habe schon zu Beginn
des Kapitels 5.2 darauf hingewiesen,da� der Versuch, auf `kanonische Weise'
die Methoden der Vollst•andigkeitsbeweiseder modalen Aussagenlogikund der
klassischen Pr•adikatenlogik zusammenzuf•uhren, auf Schwierigkeiten st•o�t.
JamesGarson hat dies tre�end zusammengefa�t, weshalbich eine l•angerePas-
sagezitieren m•ochte:

Notice that the method we described for constructing a free sat-
urated set requiresthat we have an in�nite set of terms of L that are
foreign to H . Sincewe may have in�nitely many sentences:8 xA (x)
to add, we need in�nitely many `instances' : (E !(t) ! P(t)) where
t is new to the construction. [. . . ]

Now let us imagine that we hope to prove completenessof a
modal logic Q, which addsprinciples of freelogic to the propositional
modal logic S. We begin with a Q{consistent set H that we hope
to show is Q{satis�able by extending H to a free saturated set M
written in language L . We then hope to construct the canonical
model, which will make all sentencesof H true at M . Di�culties
arise when we try to prove (TL) [Fundamentallemma 7.19]. There
is a con
ict betweenwhat we needto ensure(8) and what we need
to insure (� ). Condition (8) demands that the set W of possible
worlds be the set of saturated sets in language L , for the terms
of L (actually their equivalence classes)determine the domain of
the quanti�cation of our model. On the other hand, the proof of
condition (� ) requiresthe following. From a given possibleworld w
that contains : � B , we must be able to construct a saturated set w0

in languageL that is an extensionof w� = f A : � A 2 wg [ f: B g.
The problem is that in order to extend w� to a saturated set in L ,
we must �nd an in�nite set of terms of L that do not appear in w � .
However, the world w contains (P(t) ! P(t)) for each term t of
L , with the result that all formulas P(t) ! P(t) appear in w � . So
there are no terms of L foreign to w� . If we attempt to remedy the
problem at this point by constructing world w0 in a larger language
L 0, then we �nd ourselves in a vicious circle. Now we must prove
property (8) for L 0 instead of L . This forcesus to de�ne W as the
set of all saturated sets in languageL 0, so that when we want to
extend w� to a saturated set, we must �nd in�nitely many terms of
L 0 foreign to w� . However, w is now a saturated set in languageL 0,
and contains (P(t) ! P(t)) for all terms t of L 0. Again, we have no
guarantee that there are any terms of L 0 that do not appear in w� .
[Garson 1991], S. 129{130
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DiesesProblem wird nun in der unten angegebenen Konstruktion eineskano-
nischen Modells zu einer beliebig vorgegebenen Logik umgangen.Hierbei ma-
chen wir geradevon spezi�schen Eigenschaften verallgemeinerter Semantik en
Gebrauch, wie die folgendenAusf•uhrungen zeigenwerden.

Der Begri� einesTyps, insbesondereeinesvollst•andigenTyps, wird sich bei der
Konstruktion eineskanonischen Modells als grundlegenderweisen.Zun•achst sei
aber der Begri� der L {Konsistenz eingef•uhrt:

De�nition 7.21 (L {Konsistenz) Eine Menge� von modalen Formeln hei�t
L {k onsistent genaudann, wenn f•ur jede endliche Teilmenge� 0 von � gilt:

: (
^

� 2 � 0

� ) =2 L :

Die L {Konsistenz kann auch alternativ mit Hilfe der lokalenKonsequenzrelation
de�niert werden, wie uns das folgendeLemma mitteilt:

Lemma 7.5 Sei � eine Menge modaler Formeln und ` L die lokale Konse-
quenzrelation von L . Dann ist � L {konsistent genau dann, wenn f•ur keine
endliche Teilmenge� 0 von � gilt: � 0 ` L ? .

B e w e i s. Seizun•achst angenommen,da� die Formelmenge� im Sinnevon
De�nition 7.21L {k onsistent ist. Sei ferner angenommen,da� eineendliche Teil-
menge� 0 von � existiert, so da� � 0 ` L ? . Dann folgt aber, unter Benutzung
desDeduktionstheorem, da�

` L

^

� 2 � 0

� !?

gilt, und daher
: (

^

� 2 � 0

� )_ ?2 L

ist. Es ist aber ? =2 L und folglich

: (
^

� 2 � 0

� ) 2 L ;

im Widerspruch zur Annahme der Konsistenz von �. Umgekehrt schlie�t man
analog. 2

De�nition 7.22 (T yp en) Ein Typ ist eine L {konsistente Formelmenge.Ein
Typ � hei�t n{T yp, falls die freien Variablen in � unter gegebenen n freien
Variablen vorkommen. Ein Typ � hei�t ! {T yp, falls f•ur jede Variable x 2 Var
eine Formel in � existiert, in der x frei vorkommt. Ein Typ � hei�t vollst •andig,
falls f•ur jede Formel � entweder � oder : � in � liegt.

Bemerkung 7.2 O�ensichtlich ist jeder vollst•andige Typ ein ! {T yp. Es sei
noch darauf aufmerksam gemacht, da� das Reden •uber \T ypen" und \Konsi-
stenz" nat•urlich nur relativ zu einer beliebigen, aber �xierten Logik L Sinn
ergibt. Aus Gr•unden der Schlichtheit verzichten wir i. allg. darauf, dieseLogik
zu erw•ahnen, da implizit klar ist, da� eine solchezu �xier en ist.
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Lemma 7.6 (Eigensc haften von vollst •andigen T yp en) F•ur jeden voll-
st•andigenTyp � und beliebigeFormeln � und  geltendie folgendenAussagen:

(i) L � �

(ii) (� ^  ) 2 � genaudann, wenn � 2 � und  2 � .

(iii) � ist abgeschlossenunter modus ponens, d.h. sind � und (� !  ) in � ,
so auch  .

(iv) � 2 � genaudann, wenn : � =2 � .

(v) (� _  ) 2 � genaudann, wenn � 2 � oder  2 � (oder beide).

(vi) � ist abgeschlossenunter Bikonditionalen, d.h. ist (� $  ) 2 � , so ist
� 2 � genaudann, wenn  2 � .

B e w e i s. Standard. 2

Belegungen� S k•onnen freien Variablen Werte zuweisen,welche nicht im Quan-
ti�k ationsbereich DS einesModells M liegen, sondern in US n DS. Wir k•onnen
jedoch durch eine einfache Formel ausdr•ucken, da� eine Variable einen Wert in
DS annimmt.

De�nition 7.23 (Existenz{F ormel und Existenz{Eigensc haft in T yp en)
Sei x i eine Variable mit i 6= 0. Dann stehedie Abk•urzung E!(x i ) f•ur die Formel
9x0(x0

:= x i ). Weiter stehe E!(x0) f•ur die Formel 9x1(x1
:= x0). Sind � ein

Typ und x i eine Variable, so sagenwir da� x i in � die Existenz{Eigenschaft
hat genaudann, wenn E!(x i ) 2 � gilt.

Bemerkung 7.3 Durch dieseFestlegungensind die Abk•urzungenE!(x i ); i � 0,
eindeutig bestimmt.

Lemma 7.7 Sei hS; � Si eine beliebigeStruktur. Dann gilt:

hS; � Si � E !(x i ) ( ) � S(x i ) 2 DS:

B e w e i s. Seiy 2 Var die nach Bemerkung7.3 eindeutig bestimmte und von
x i verschiedene Variable, so da� die Formel E !(x i ) abk•urzend f•ur die Formel
9y(y := x i ) steht. Dann gilt nach De�nition

hS; � Si � 9y(y := x i )

genaudann, wenn eine existentielle y{V ariante f� S von � S existiert, so da�

hS; f� Si � (y := x i ):

gilt. Dies ist aber •aquivalent zu der Annahme, da� ein a 2 D S existiert, so da�
� S(x i ) = � a

y (y) = a 2 DS gilt. Da y verschieden von x i ist, ist dies •aquivalent
zu der Annahme, da� � S(x i ) 2 DS ist. 2
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De�nition 7.24 (Henkin{T yp en und Freie Henkin{T yp en) Ein voll-
st•andiger Typ � hei�t Henkin{T yp, falls er die Henkin{Eigenschaft (H)
hat:

(H) F•ur jede 9{Formel 9x� (x) in � existiert eine Variable x i , so da� die
Formel � (x i ) in � liegt, wobei x i frei f•ur x in � (x) ist.

Wir bezeichnendie Mengealler Henkin{T ypen mit HenL . Schlie�lich hei�t ein
vollst•andiger Typ ein Freier Henkin Typ, falls er die freie Henkin Eigenschaft
( eH ) erf•ullt:

( eH ) F•ur jede 9{Formel 9x� (x) in � existiert eine Variable x i , so da� sowohl
� (x i ) 2 � als auch E!(x i ) 2 � und x i frei f•ur x in � (x) ist.

Die Menge aller freien Henkin{T ypen bzgl. der Logik L bezeichnen wir mit
FHenL .

Wir f•uhren noch einige n•utzliche Terminologie ein. Ist f : Var � ! Var eine
injektiv e und totale Variablensubstitution, so nennen wir f treu. O�en bar ist
die Verkettung zweier treuer Substitutionen wieder treu. Wir bezeichnen dann
die Menge aller treuen Substitutionen mit Treu. Ist weiter � eine Menge von
modalen Formeln, so bezeichnen wir mit � f die Mengevon modalen Formeln,
die aus � dadurch hervorgeht, da� s•amtliche, auch gebundene,Variablen durch
ihre Bilder unter f ersetzt werden. Ist � (x) in � mit freier Variable x und
f (x) = y, so schreiben wir f•ur die resultierendeFormel � f (y). DieseKonstruk-
tion gew•ahrleistet, da� sich f•ur treue Substitutionen f die Formeln � und � f

logisch •aquivalent verhalten:56

Lemma 7.8 ( •Ub ergangslemma) Ist � (y1; : : : ; yn ) eine modale Formel mit
den n freien Variablen y1; : : : ; yn und ist f eine treue Substitution mit f (yi ) =
zi , so enth•alt die Formel � f die n Variablen z1; : : : ; zn frei. Ist insbesondere S
eine m•oglicheWelt einesmodalen Modells M und bezeichnet� S� f die Belegung
� S � f (x i ) = � S(f (x i )) , so gilt:

(a) hS; � S � f i � � (y1; : : : ; yn ) ( ) hS; � Si � � f (z1; : : : ; zn ),

bzw. falls f � 1 die auf r ange(f ) � f z1; : : : ; zn g de�nierte partiel le Umkehrfunk-
tion von f bezeichne:

(b) hS; � Si � � (y1; : : : ; yn ) ( ) hS; � S � f � 1i � � f (z1; : : : ; zn ):

B e w e i s. Dies ist eine direkte Folgerung aus dem Koinzidenzlemma 7.3
zusammenmit dem Lemma 7.4 •uber gebundeneUmbenennungen. Denn da f
eine treue Substitution ist, sind o�enbar die Variablen zi frei in � f , solange
die Variablen yi frei in � sind, und die Belegungen� S � f und � S stimmen auf
den Variablen yi und zi respektive •uberein. Analoges gilt im Fall (b). Ferner

56 Insbesonderegilt o�en bar (� f ^  f ) = (� ^  ) f und : (� f ) = : (� ) f usw. wobei `=' hier
nat •urlich die Gleichheit von Zeichenketten bezeichne.
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unterscheiden sich die Formeln � und � f lediglich | neben ihren freien Varia-
blen | in der Wahl der gebundenenVariablen. Eine direkte •Aquivalenzkette
ergibt sich, wenn man eine gebundeneUmbenennung in den Formeln � und � f

durchf•uhrt, wobei man Variablen vk w•ahle, welche weder in � noch in � f vor-
kommen. Denn sei e� ( �y) eine solche gebundeneUmbenennung. Dann gilt nach
Lemma7.4hS; � S� f i � � (y1; : : : ; yn ) genaudann, wennhS; � S� f i � e� (y1; : : : ; yn )
gilt. Es ist dann aber zi frei f•ur yi in e� und � S � f (yi ) = � S(zi ). Somit ergibt sich
mit Lemma 7.3 hS; � Si � e� (z1; : : : ; zn ). Da f treu ist, k•onnen wir eine erneu-
te gebundeneUmbenennung durchf•uhren und erhalten hS; � Si � � f (z1; : : : ; zn ).
Die letzten Schl•usselassensich o�enbar umkehren, womit alles gezeigt ist. 2

Die n•achsten Lemmata fasseneinige Ersetzungs-und Substitutionseigenschaf-
ten von Logiken bzw. vollst•andigen Typen zusammen.Dies ist insbesondere
von Belang, da wir im Vollst•andigkeitsbeweis von syntaktischen Eigenschaften
der beliebig �xierten modalen Pr•adikatenlogik L ausgiebigGebrauch machen
m•ussen.Zun•achst halten wir die fundamentale Eigenschaft beliebiger Logiken
fest, da� Formeln zu ihren gebundenenUmbenennungen beweisbar •aquivalent
sind.

Lemma 7.9 (Gebundene Um benenn ung) Sei � (x; �z) eine beliebigemodale
Formel mit den freien Variablen x und �z und sei y frei f•ur x in � (x; �z) und nicht
unter den Variablen �z. Dann ist im Kalk•ul FK beweisbar:

` F K 9x� (x; �z) $ 9y� (y; �z):

B e w e i s. Wir beschr•anken uns darauf, die Implik ation von rechts nach
links zu zeigen.
` F K E!(y) ^ � (y; �z) ! 9x� (x; �z) Mit Tautologie aus E! 2 (1)
:9 x� (x; �z) ` F K : E !(y) _ : � (y; �z) Mit Tautologie aus (1) (2)
:9 x� (x; �z) ` F K E!(y) ! : � (y; �z) Mit Tautologie aus (2) (3)
:9 x� (x; �z) ` F K 8yE!(y) ! 8y: � (y; �z) da y nicht frei in :9 x� (x; �z) ist (4)
:9 x� (x; �z) ` F K 8y: � (y; �z) aus (4) mit E! 1 (5)
:9 x� (x; �z) ` F K :9 y� (y; �z) aus (5) mit Quantorenregel (6)
` F K :9 x� (x; �z) ! :9 y� (y; �z) mit Deduktionstheorem aus (6) (7)
Umgekehrt schlie�t man analog. 2

Lemma 7.10 (a) Sei � eine beliebigemodale Aussage(also F V(� ) = ; ) und
f eine treue Substitution. Dann ist die Formel (� $ � f ) 2 L und insbesondere
� 2 L genaudann, wenn � f 2 L .
(b) Andererseits gilt auch f•ur beliebige modale Formeln � ( �x) mit ; 6=
F V(� ) � �x, da� � ( �x) 2 L genaudann gilt, wenn � f (f ( �x)) 2 L gilt. Im allge-
meinen ist jedoch, falls F V(� ) 6= ; gilt, � $ � f =2 L .

B e w e i s. Teil (a) folgt im wesentlichen ausdem Lemma 7.9 •uber gebundene
Umbenennungen. Zu Teil (b) sei angenommen,da� � ( �x) eine modale Formel
mit den freien Variablen �x seiund f einetreue Substitution. Seiweiter zun•achst
angenommen,da� � ( �x) 2 FK sei. Dann existiert ein Beweis von � ( �x) in FK ,
das hei�t eine endliche Folge  1; : : : ;  m von Formeln, so da�  m = � ( �x) ist
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und f•ur jedesi < m,  i entweder ein Axiom desKalk •uls FK ist oder Formeln
 j bzw.  j ;  k (j; k < i ) existieren, so da�  i aus einer Anwendung einer der
RegelndesKalk •uls hervorgeht. Wir zeigen,da� die Folge f

1 ; : : : ;  f
m ein Beweis

von � f (f (x1); : : : ; f (xn )) ist.
Ist  i ein Axiom, so ist o�enbar auch  f

i eine g•ultige Instanz einesAxio-
menschemas.Betrachten wir exemplarisch das Leibniz Schema: Sei

 i = (x := y) ! (� (x; �z) ! � (y==x; �z))

eine zul•assigeInstanz, d.h. y ist frei f•ur x in � (x; �z) und nicht im Wirkungsbe-
reich einesmodalen Operators. Dann ist in der Formel

 f
i = (f (x) := f (y)) ! (� f (f (x); f ( �z)) ! � f (f (y)==f (x); f ( �z)))

wie man sich leicht •uberlegt die Variable f (y) frei f•ur f (x) in � f (f (x); f ( �z)) und
f (y) nicht im Wirkungsbereich einesmodalen Operators. D.h.  f

i ist Instanz
des Leibniz Schemas. Anwendungen der Regeln Modus Ponens und Necessi-
tation sind o�enbar unproblematisch. Haben wir die Formel  i aus  j durch
Anwendungder Regelder universellenQuanti�k ation erhalten, d.h.  i = 8x j ,
so wenden wir auf  f

j dieselbe Regel mit der Variablen f (x) an und erhalten

 f
i = 8f (x) f

i . Dies zeigt, da� dann auch � f (f ( �x)) 2 L ist. Umgekehrt argu-
mentiert man analog.
Ist schlie�lic h � ( �x) 2 L n FK , so ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus
der Tatsache, da� L unter erststu�gen Substitutionen abgeschlossenist. Hierzu
f•uhre man zun•achst eine gebundeneUmbenennung von � ( �x) zu e� ( �x) durch,
so da� die Variablen f (x i ) frei f•ur x i in e� ( �x) sind. Da nun nach Lemma 7.9
e� ( �x) 2 L ist, folgt durch erststu�ge Substitution e� (f ( �x)) 2 L . Da nun f eine
treue Substitution ist, k•onnen wir erneut gebundenumbenennenund erhalten
� f (f ( �x)) 2 L . 2

Lemma 7.11 (Substitutionseigensc haften von T yp en)
(a) Ist � 2 L , so ist f•ur jede treueSubstitution f und jeden vollst•andigenTyp
� die Formel � f in � .
(b) Ist insbesondere � eine modale Formel mit freien Variablen und f 2 Treu
mit f jF V (� ) � id, sogilt � f 2 � genaudann, wenn � 2 � . Mit anderen Worten,
ein vollst•andiger Typ ist abgeschlossengegen•uber beliebigen(injektiven) Umbe-
nennungengebundenerVariablen.
(c) Ist zudem(x i

:= yi ) 2 � f•ur i = 1; : : : ; n und F V(� ) = f x1; : : : ; xn g, so
gilt f•ur jedes f 2 Treu mit f (x i ) = yi :

� (x1; : : : ; xn ) 2 � ( ) � f (y1; : : : ; yn ) 2 � :

Insbesondere gilt dann � $ � f 2 �

B e w e i s. Teil (a) folgt sofort ausLemma 7.10und (b) ausdem Lemma 7.9.
Zum Beweis von (c) sei angenommen,da� (x i

:= yi ) 2 � f•ur i = 1; : : : ; n gilt,
� ( �x) eine modale Formel mit den freien Variablen x1; : : : ; xn sei und f 2 Tr eu
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ist mit f (x i ) = yi . Sei zun•achst e� ( �x) eine gebundeneUmbenennung von � ( �x),
so da� yi frei f•ur x i in e� ( �x) ist. Nach Teil (b) ist dann � ( �x) 2 � genau dann,
wenn e� ( �x) 2 �. Nun folgt aus dem Leibniz Schema, da� die Formel

n̂

i =1

(x i
:= yi ) ! ( e� ( �x) ! e� ( �y)) (� )

zur Logik L geh•ort. Da aber nach Lemma 7.6 die Formel
V n

i=1 (x i
:= yi ) zu �

geh•ort, folgt mit (� ), da� � ( �x) 2 � genaudann, wenn e� ( �y) 2 �. Nun ist aber
die Formel � f ( �y) wieder eine zul•assigegebundeneUmbenennung der Formel
e� ( �y) 2 �, womit sich die Behauptung ergibt. 2

Bemerkung 7.4 O�ensichtlich ist jeder freie Henkin{T yp zugleich ein
Henkin{T yp. Daher beweisenwir im folgendenLemma insbesondere auch die
Existenz von Henkin{T ypen.

Lemma 7.12 (Existenz freier Henkin{T yp en) F•ur jeden Typ � und be-
liebige endliche Listen y1; : : : ; ym und z1; : : : ; zm von jeweils m paarweisever-
schiedenen Variablen existiert eine treue Substitution f : Var � ! Var, mit
f (yi ) = zi f•ur i = 1; : : : ; m und ein freier Henkin{T yp � , so da�

� f := f � f (�v) j � ( �u) 2 � und f ( �u) = �vg � � ;

wobei f ( �u) = �v abk•urzend f•ur f (ui ) = vi ; i = 1; : : : ; n stehe.

B e w e i s. Der Beweis verl•auft in folgendenSchritten. Zun•achst legen wir
eineAufz•ahlung der wohlgebildetenFormeln und eine treue Substitution f mit
den gew•unschten Eigenschaften fest. Sodann de�nieren wir induktiv eine Folge
h� � 1; h� i : i 2 ! ii von konsistenten Formelmengen,so da� � :=

S
(i +1) 2 ! � i die

gefordertenEigenschaften hat.
Sei also � : ! � ! ML eine Aufz•ahlung aller (wohlgeformten) modalen For-
meln in der Sprache ML . Sei weiter hx i : i 2 ! i die Standardaufz•ahlung
der abz•ahlbar vielen Variablen in ML . Da die vorgegebenen Variablenlisten
endlich sind, existieren k; l 2 ! , so da� f y1; : : : ; ymg � f x1; : : : ; xkg und
f z1; : : : ; zm g � f x1; : : : ; x l g. Sei dann f wie folgt de�niert:

f (x) =
�

zi : falls x = yi (f •ur i 2 f 1; : : : ; mg)
x l+2 i+1 : falls x = x i und x 6= yi f•ur i = 1; : : : ; m

Da die Variablen yi alle verschieden sind, ist dieseFunktion o�enbar injektiv
und insbesondereaufgrund ihrer De�nition auch total, d.h. eine treue Varia-
blensubstitution. F•ur sp•atere Referenzhalten wir hier fest, da�

r ange(f ) � f z1; : : : ; zn g [ f x l+2 i+1 j i 2 ! g

ist, also insbesondere unendlich viele Variablen, n•amlich solche der Form
x l+2 �(i +1) f•ur i 2 ! beliebig, nicht im Bild von f auftauchen.



7 EIN ALTERNA TIVES MODELLK ONZEPT 61

Wir kommen nun zur induktiv en De�nition der Formelmengen� n . Wir setzen
zun•achst:

� � 1 := � f :

Sei dann angenommen,da� � n� 1 bereits de�niert ist und da� � (n) die n{te
Formel in der Aufz•ahlung der wohlgebildeten Formeln in ML ist. Dann wird
die Menge� n durch einevollst•andige Fallunterscheidung in drei F•alle wie folgt
de�niert:

(i) Ist � n� 1 [ f � (n)g L {k onsistent und � (n) keine 9{Formel, so de�nieren
wir:

� n := � n� 1 [ f � (n)g:

(ii) Angenommen� n� 1 [ f � (n)g ist L {k onsistent und � (n) ist eine 9{Formel
der Form 9x� (x; x i 1 ; : : : ; x i j ). Dann sei � n de�niert als:

� n := f � (x i ; x i 1 ; : : : ; x i j ); E !(x i ); � (n)g [ � n� 1;

wobei x i 2 Var die erste Variable in der Standardaufz•ahlung sei, welche
nicht unter den (freien oder gebundenen)Variablen von � n� 1 [ � (n) auf-
taucht. Alternativ k•onnte man hier auch konkret die Variable x l+2( n+1)
w•ahlen.

(iii) Ist schlie�lic h � n� 1 [ f � (n)g L {ink onsistent, so de�nieren wir

� n := � n� 1 [ f: � (n)g:

(Dann ist insbesondere: � (n) keine 9{Formel, wenngleich sie L { •aquiva-
lent zu einer solchen sein kann.)

Damit ist o�enbar � n f•ur jedesn 2 ! [ f� 1g induktiv de�niert und wir setzen
weiter:

� :=
[

i 2f� 1g[ !

� i :

Wir behaupten nun zun•achst:

(a) Die Formelmengen� n sind konsistent f•ur jedesn.

Dies beweisenwir induktiv. Sei zun•achst � � 1 betrachtet. Nach Voraussetzung
ist �, da essich um einen Typ handelt, per de�nitionem L {k onsistent. Weiter
haben wir schon festgestellt,da� f einetreueSubstitution ist. Demnach ist, mit
Lemma 7.10, die Menge � f ebenfalls L {k onsistent und somit die Behauptung
f•ur n = � 1 gezeigt. Sei n•amlich angenommen� f w•are L {ink onsistent. Dann
existierten endlich viele Formeln � f

i , i = 1; : : : ; m aus � f , so da�
^

i � m

� f
i ` L ? :

Dann ist aber nach dem Deduktionstheorem

(
^

i � m

� f
i !? ) 2 L
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und daher mit Lemma 7.10 auch

(
^

i � m

� i !? ) 2 L :

Dies hei�t aber, da� Formeln � i , i = 1; : : : ; m aus � existieren, so da�
^

i � m

� i ` L ? :

Dann w•are � aber L {ink onsistent im Widerspruch zur Voraussetzung.
Seinun vorausgesetzt,da� � n� 1 L {k onsistent ist. Wir haben in den drei m•ogli-
chen F•allen (i), (ii) und (iii) der De�nition von � n die L {Konsistenz nachzu-
weisen.
ad (i) Dieser Fall ist trivial.
ad(ii) Wir nehmenan, � n w•are L {ink onsistent. Dies hei�t:

� n� 1; f9 x� (x; �y); E !(x i ); � (x i ; �y)g ` L ? :

Dann folgt aber nach zweimaliger Anwendung desDeduktionstheorems(unter
Benutzung von (( � !? ) $ : � ) 2 L ):

� n� 1; 9x� (x; �y) ` L E!(x i ) ! : � (x i ; �y):

Nach dem Endlichkeitssatz7.2 existiert dann eineendliche Teilmenge� 0
n� 1 von

� n� 1, so da�

` L

� ^
� 0

n� 1 ^ 9x� (x; �y)
�

! (E !(x i ) ! : � (x i ; �y)) :

Nun kann man allquanti�zieren und erh•alt nach Anwendung der universellen
Distribution:

` L 8x i

� ^
� 0

n� 1 ^ 9x� (x; �y)
�

! 8x i (E !(x i ) ! : � (x i ; �y)) :

Stehenun � f•ur die Formel
� V

� 0
n� 1 ^ 9x� (x; �y)

�
. Nach Voraussetzungkommt

die Variable x i in � nicht frei vor. Daher ist nach dem Axiom der hinteren
Generalisierungdie Formel � ! 8x i � in L . Ferner ist die Formel

8x i � ! 8x i (E !(x i ) ! : � (x i ; �y))

nach Annahme und dem bisher bewiesenenin L . Weiter ist bekanntlich die
Formel

(� ! 8x i � ^ 8x i � !  ) ! (� !  )

eine Instanz einer Tautologie. Also k•onnen wir, indem wir modus ponensan-
wenden,dasersteAuftreten desQuantors 8x i : : : eliminieren und schlie�en, da�
die Formel

� V
� 0

n� 1 ^ 9x� (x; �y)
�

! 8x i (E !(x i ) ! : � (x i ; �y)) in L beweisbar
ist. Dann gilt aber auch:

� n� 1; 9x� (x; �y)) ` L 8x i (E !(x i ) ! : � (x i ; �y)) :



7 EIN ALTERNA TIVES MODELLK ONZEPT 63

Eine erneute Anwendung der universellenDistribution liefert:

� n� 1; 9x� (x; �y)) ` L 8x i E!(x i ) ! 8x i : � (x i ; �y):

Die Formel 8x i E!(x i ) ist aber ein Axiom von L , weshalbmit modus ponens

� n� 1; 9x� (x; �y)) ` L 8x i : � (x i ; �y)

folgt. Eine einfache Quantorenregel ergibt:

� n� 1; 9x� (x; �y)) ` L :9 x i � (x i ; �y):

Nach Lemma 7.11 ist L jedoch unter gebundenenUmbenennungen abgeschlos-
sen.Demnach gilt auch:

� n� 1; 9x� (x; �y) ` L :9 x� (x; �y);

so da� also die Menge
� n� 1 [ f9 x� (x)g

L {ink onsistent ist, im Widerspruch zur Annahme. Also ist � n in Fall (ii) L {
konsistent, was zu zeigenwar.
ad(iii) Sei die Menge � n� 1 [ f � (n)g L {ink onsistent. Sei dann weiter ange-
nommen, da� auch � n L {ink onsistent w•are. Aus der ersten Annahme folgt

� n� 1 ` L : � (n)

und aus der zweiten analog
� n� 1 ` L � (n)

so da� � n� 1 L {ink onsistent w•are, im Widerspruch zur Voraussetzung.Also ist
auch in Fall (iii) � n L {k onsistent.

Wir haben also gezeigt,da� die Formelmengen� n f•ur alle n L {k onsistent sind.
Kommen wir nun zum Beweis, da� die Formelmenge� die gew•unschten Eigen-
schaften hat.

(b) Die Formelmenge� ist maximal konsistent, d.h. ein vollst•andiger Typ.

Angenommen� w•arenicht L {k onsistent. Dann existierten endlich viele Formeln
� i 2 � (i = 1; : : : ; m), so da�:

: (
^

i � m

� i ) 2 L (� )

gilt. Nach Konstruktion existieren aber in diesemFall zun•achst gewissek(i ), so
da� � i 2 � k(i ) ist. Nun ist aber die Folge der � n o�enbar | nach Konstruktion
| linear geordnet, d.h. f•ur k(i ); k(j ) < ! gilt:

� k(i ) � � k(j ) oder � k(i ) � � k(j ) :

Dann folgt aber, da� unter denIndizesk(1); : : : ; k(m) ein Index k(i 0) vorkommt,
so da�:

� k(i 0) =
[

i � m

� k(i ) :
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Dies bedeutet aber, da� alle Formeln � i , i = 1; : : : ; m, in � k(i 0 ) liegen, weshalb
dann wegen (� ) auch � k(i 0) L {ink onsistent w•are, im Widerspruch zu (a). Es
folgt, da� die Formelmenge� zumindest L {k onsistent ist. Zu zeigenbleibt die
Maximalit •at. Diese ergibt sich aber unmittelbar aus der Konstruktion. Denn
geben wir uns konkret eine beliebige Formel � 2 ML vor, so existiert, da die
Aufz•ahlung � : ! � ! ML alle wohlgeformten Ausdr•ucke durchl•auft, eine Zahl
n, so da� � (n) = � . Dann wird aber im n{ten Konstruktionsschritt die Formel-
menge� n so de�niert, da� entweder die Formel � oder die Formel : � zu � n |
und damit zu � | geh•ort. Also ist � ein vollst•andiger Typ.

Es bleibt zu zeigen,da� � die freie Henkin{Eigenschaft hat und die genannte
Zusatzbedingung erf•ullt.

(c) � ist freier Henkin{T yp und erf•ullt insbesondere� f � �.

Der zweite Teil der Behauptung ist trivial. Da � � 1 := � f ist, folgt unmittelbar,
da� � f � �.
Zum Nachweis der freien Henkin{Eigenschaft sei angenommen,da� 9x� (x) in
� liegt. Dann existiert eine Zahl n, so da� � (n) = 9x� (x) gilt. Demnach wird
im n{ten Konstruktionsschritt entschieden, ob dieseFormel zu � geh•oren soll
oder nicht. Aber da nach Annahme 9x� (x) 2 � gelten soll, tritt hier o�enbar
Fall (ii) ein; denn � n� 1 [ f � (n)g ist L {k onsistent, da � L {k onsistent ist |
und � (n) ist eine 9{Formel. Dann wird aber im n{ten Schritt eine Variable
x i ausgew•ahlt, die frei f•ur x in � (x) ist und es werden die Formeln E!(x i )
und � (x i ) der Formelmenge� n (also auch �) hinzugef•ugt. Also hat � die freie
Henkin{Eigenschaft, was den Beweis desLemmasabschlie�t. 2

Wirft man einen scharfen Blick auf den vorangehendenBeweis, so stellt
man fest, da� das f•ur die M•oglichkeit der Konstruktion eines freien Henkin{
Typs � entscheidendeMerkmal der angegebenen treuen Variablensubstitution
f diejenigeEigenschaft war, da� unendlich viele Variablen nicht im Bild von f
auftauchten. Dies gew•ahrleistete, da� f•ur jede existentielle Formel in � | und
dies k•onnen unendlich viele sein | eine Variable in Var n range(f ) gefunden
werden konnte, welche dann als Zeugedieserexistentiellen Formel diente. Wir
k•onnen daher das vorangehendeLemma noch einmal verallgemeinern.

Hierzu f•uhren wir zun•achst noch ein H•appchen Terminologie ein. Wir nen-
nen eine Variablensubstitution f gro�z •ugig genau dann, wenn f treu ist und
range(f ) ko{unendlich ist, d.h. wenn Var nrange(f ) unendlich ist. Ist uns dann
ein Typ � gegeben, so ist die Konstruktion aus dem Beweis des Lemmas 7.8
f•ur jede beliebigegro�z •ugige Variablensubstitution f durchf•uhrbar. Ist dar•uber
hinaus die VariablenmengeVar(�) ko{unendlich, sok•onnenwir f auf den in �
auftauchenden Variablen o�enbar sogar als Identit •at w•ahlen. Wir formulieren
also das folgendeKorollar:

Korollar 7.1 F•ur jeden Typ � und jede gro�z •ugige Variablensubstitution f
existiert ein freier Henkin{T yp � , so da� � f � � gilt. Ist insbesondere Var(�)
ko{unendlich, so kann f auf Var(�) als Identit •at gew•ahlt werden. 2

Dies wird sich insbesonderedann als n•utzlich erweisen,wenn man einen freien
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Henkin{T yp � angeben m•ochte, der eine vorgegebenekonsistente und unendli-
che Mengevon Formeln umfa�t.

Als n•achsten Schritt in Richtung der Konstruktion eineskanonischen Mo-
dells m•ussenwir angeben, wie wir aus dem syntaktischen Material einesfreien
Henkin{T yps die Individuen | \existente" wie \m •ogliche" | einer Struktur
der freien Logik konstruierenwollen. Um die Unterscheidungzwischen Individu-
en des Quanti�k ationsbereichs und solchen die im Universum, aber au�erhalb
des Quanti�k ationsbereichs liegen, einzufangen, de�nieren wir zun•achst zwei
Relationen � � und � � wie folgt:

De�nition 7.25 (Klassen von Variablen) Sei � ein vollst•andiger Typ.
Wir de�nier en zugeh•orige bin•are Relationen � � und � � auf der Menge der
Variablen wie folgt:

(� � ) x i � � x j :( ) (x i
:= x j ) 2 � , sowie

(� � ) x i � � x j :( ) x i � � x j und E!(x i ); E !(x j ) 2 � .

Die Klassenvon Variablen [x i ]�� und [x i ]�� seiendann respektive de�niert durch
[x i ]�� := f x j j x i � x j g und [x i ]�� := f x i j x i � x j g.

Bemerkung 7.5 Ist � ein vollst•andiger Typ, so folgt aus der Annahme, da�
(x i

:= x j ) 2 � und E!(x i ) 2 � bereits, da� auch E!(x j ) 2 � . Dies ergibt sich
aus (x i

:= x j ) ^ E !(x i ) ! E !(x j ) 2 L (Identit •atsaxiom). Die obige Bedingung
(� � ) kann also dementsprechend abgeschw•acht werden.

Lemma 7.13 (Eigensc haften von � � und � � .) Es sei � ein vollst•andiger
Typ. Es gelten die folgendenAussagen:

(i) � � ist eine •Aquivalenzrelation, d.h. re
exiv, symmetrisch und transitiv.
Daher partitioniert � � die Menge der Variablen in nicht{leere •Aquiva-
lenzklassen.

(ii) � � ist symmetrischund transitiv, jedoch im allgemeinweder re
exiv noch
anti{r e
exiv.

(iii) Die Klassen [x i ]�� und [x i ]�� sind wohlde�niert, d.h. unabh•angig von der
Auswahleines Repr•asentanten.

(iv) x i � � x j =) x i � � x j

(v) Falls E !(x i ) 2 � , so ist [x i ]�� = [x i ]�� 6= ; . Insbesondere folgt, da� eine
Variable x aus [x i ]�� die Existenz{Eigenschaftin � hat genaudann, wenn
alle Variablen aus [x i ]�� sie haben.

(vi) Ist E !(x i ) =2 � , so ist [x i ]�� = ; . Es gilt jedoch stets [x i ]�� 6= ; .
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B e w e i s. ad (i) Angenommen x i � � x j , d.h. (x i
:= x j ) 2 �. Da

nach Lemma 7.6 L � � ist und (x i
:= x j ) ! (x j

:= x i ) 2 L , ist aufgrund der
Abgeschlossenheitvon � unter modusponensauch (x j

:= x i ) 2 �. Dieszeigt die
Symmetrie von � � . V•ollig analog zeigt man die Re
exivit •at und Transitivit •at
von � � mit Hilfe der allgemeing•ultigen Formeln (x := x) und (x i

:= x j ) ^ (x j
:=

xk ) ! (x i
:= xk ) (f •ur beliebigeVariablen x; x i ; x j ; xk ) respektive.

ad (ii) Symmetrie und Transitivit •at von � � ergeben sich unmittelbar aus (i).
Die Relation � � ist aber im allgemeinenweder re
exiv noch anti{re
exiv, da
vollst•andigeTypen � existieren,soda� f•ur eineVariable x i die Formel E !(x i ) 2
� ist, jedoch f•ur eine andereVariable x j E!(x j ) =2 � gilt. Hierzu brauchen wir
nur den vollst•andigen Typ � einesModells M = hS; � i zu betrachten, so da�
� (x i ) 2 DS ist und � (x j ) 2 US n DS.

ad (iii) F•ur � � folgt dies aus (i). Andererseits reichen Symmetrie und Tran-
sitivit •at, wie man sich leicht •uberzeugt, bereits aus, um zu zeigen, da� aus
[x i ]�� \ [x j ]�� 6= ; die Gleichheit der Klassenfolgt.

ad (iv) Dies ist o�ensichtlich. Sieheauch Bemerkung 7.5.

ad (v) Sei E !(x i ) 2 �. Aus (iv) folgt zun•achst [x i ]�� � [x i ]�� . Ist andererseits
x j 2 [x i ]�� , sofolgt ausBemerkung7.5,da� E !(x j ) 2 �, weshalbauch x j 2 [x i ]��
gilt.

ad (vi) Dies folgt direkt aus der De�nition und aus (i). 2

Bemerkung 7.6 Die Relation � � nennenwir, da sie symmetrischund transi-
tiv, jedoch nicht notwendigre
exiv ist, eine para{ •Aquivalenzrelation. Aufgrund
von Teil (v) des obigen Lemmask•onnen wir ohne Mehrdeutigkeit auch davon
sprechen, da� eine Klasse [x]� die Existenz{Eigenschaft in � hat.

Wir kommennun zur De�nition deskanonischen modalen Modells M L . Es wird
sich zeigen,da� jeder freie Henkin{T yp � auf eindeutigeWeiseeinefreie Logik{
Struktur S� und eine kanonische Belegung � � induziert, die zusammen ein
freies Henkin Modell M � = hS� ; � � i konstituieren. Aus diesemsyntaktischen
Material wird schlie�lic h das kanonische modale Modell zusammengesetzt.

Zun•achst haben wir f•ur einen gegebenen freien Henkin{T yp � ein loka-
les Diskursuniversum, d.h. ein \Univ ersum" und einen Quanti�k ationsbereich,
sowie eine Interpretation der Relationssymbole anzugeben.

De�nition 7.26 (Kanonisc he Gegenstandsb ereic he) Sei � ein freier
Henkin{T yp. Wir de�nier en das Universum U� als: U� := f [x i ]�� j x i 2 Varg.
Der Quanti�kationsbereich D � sei dann die Mengef [x i ]�� 6= ; j x i 2 Varg oder,
•aquivalent nach Lemma 7.13, f [x i ]�� j x i 2 Var und E!(x i ) 2 � g. Das globale
Diskursuniversum

S
� 2 F H en U� sei schlie�lich wieder mit DuL bezeichnet.

Bemerkung 7.7 O�enbar ist also D � � U� und alle [x i ]�� ausU� sind nicht{
leer. Wir verzichten in Zukunft auf die Erw•ahnungder Relationen � und � , da
ein Element [x i ]� ausD � eindeutigdadurch ausgezeichnetwird, da� E !(x i ) 2 �
ist.
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De�nition 7.27 (Kanonisc he In terpretation) Seien � ein freier Henkin{
Typ, R ein n{stel liges Relationssymbol der Sprache ML und y1; : : : ; yn n be-
liebige Variablen. Wir de�nier en dann eine n{stel lige Relation R � auf dem
n{stel ligen kartesischenProdukt von U� durch:

h[y1]� ; : : : ; [yn ]� i 2 R� :( ) R(y1; : : : ; yn ) 2 �

Lemma 7.14 Die De�nition der Relation R � ist repr•asentantenunabh•angig.
Mit anderen Worten, falls [x i k ]� = [x j k ]� f•ur k = 1; : : : ; n gilt, so folgt
R(x i 1 ; : : : ; x i n ) 2 � ( ) R(x j 1 ; : : : ; x j n ) 2 � .

B e w e i s. SeiR ein n{stelliges Relationssymbol und sei � ein freier Henkin{
Typ. Seien ferner [x i k ]� = [x j k ]� f•ur k = 1; : : : ; n, d.h. die x i k und x j k ver-
schiedeneRepr•asentanten derselben KlassenausU� . Wir haben nun zu zeigen,
da� die Relation R � genau dann auf h[x i 1 ]� ; : : : ; [x i n ]� i zutri�t, wenn sie auf
h[x j 1 ]� ; : : : ; [x j n ]� i zutri�t. Mit anderenWorten, wir haben die •Aquivalenz

R(x i 1 ; : : : ; x i n ) 2 � ( ) R(x j 1 ; : : : ; x j n ) 2 �

zu zeigen.Zun•achst ist aber nach Annahme (x i k

:= x j k ) 2 � f•ur k = 1; : : : ; n.
Da � ein vollst•andiger Typ ist, ist dann nach Lemma 7.6 auch die FormelV n

k=1 (x i k

:= x j k ) in �. Weiter ist die Formel

n̂

k=1

(x i k

:= x j k ) ! (R(x i 1 ; : : : ; x i n ) $ R(x j 1 ; : : : ; x j n ))

in der Logik L enthalten und da � ein L {k onsistenter vollst•andiger Typ ist,
ist diese Formel auch in �. Nun folgt aber, da nach Lemma 7.6 vollst•andi-
ge Typen unter modus ponens abgeschlossen sind, da� das Bikonditional
R(x i 1 ; : : : ; x i n ) $ R(x j 1 ; : : : ; x j n ) in � ist. Die Abgeschlossenheit von � un-
ter Bikonditionalen (erneut eine Anwendung von Lemma 7.6) versichert uns
nun der eingefordertenRepr•asentantenunabh•angigkeit. 2

De�nition 7.28 (Kanonisc he In terpretationsfunktion) Sei � ein freier
Henkin{T yp. Dann ist die Interpretationsfunktion I � f•ur ein beliebiges n{
stelliges Relationssymbol R aus ML de�niert durch I � (R) := R� � Un .

De�nition 7.29 (Kanonisc he Strukturen) F•ur jeden freien Henkin{T yp �
de�nier en wir die kanonische Struktur S� als das Tripel hU� ; D � ; I � i . Die
Klassealler kanonischenStrukturen f S� j � 2 FHenL g sei mit WL bezeichnet.

Bemerkung 7.8 Aufgrund der Bemerkung 7.7 und der Lemmata 7.13 und
7.14 ist die so de�nierte Struktur tats•achlich eine Struktur im Sinne der Se-
mantik der freien Logik.

De�nition 7.30 (Kanonisc he Belegungen) Sei � ein freier Henkin{T yp
und sei S� die von � erzeugtefreie Logik Struktur. Dann wird die kanonische



7 EIN ALTERNA TIVES MODELLK ONZEPT 68

Belegung� � : Var � ! U� de�niert, indem jeder Variablen x i ihre Klasse [x i ]�
zugeordnet wird, das hei�t, indem wir � � (x i ) := [x i ]� festsetzen.Die Klasse
aller kanonischenBelegungen, indiziert durch freie Henkin{T ypen, sei mit � L

bezeichnet,also � L := f � � j � 2 FHenL g.

Notation 7.1 Zur Vereinfachungder Notation werden wir folgendesfestlegen:
Ist z.B. e� � eine x{V ariante von � � derart, da� e� � (x) = � � (y) = [y]� gilt, so
schreiben wir f•ur e� � statt (� � )[y]�

x kurz � [y]�
x , da hierdurch eindeutig festgelegt

ist, auf welcheBelegung und welchenTyp wir uns beziehen.

De�nition 7.31 (Kanonisc he freie Mo delle) F•ur jeden freien Henkin{T yp
� ergibt sich nun ein Modell M � := hS� ; � � i der freien Logik, indem wir die
bisherigen De�nitionen zusammentragen. Die Klasse aller kanonischenfreien
Modelle sei mit KL bezeichnet.

Um ein modalesModell anzugeben verbleibt die Aufgabe, einegeeigneteKlasse
von CE{Relationen auszuzeichnen.Dieserfolgt in zwei Schritten. Zun•achst wird
eine allgemeineKlassevon Relationen | die pseudokanonischen Counterpart{
Relationen | angegeben, deren Elemente die CE{Eigenschaft tragen. Diese
Klasse wird schlie�lic h auf geeigneteWeise auf die Klasse der kanonischen
Counterpart{Relationen eingeschr•ankt, welche Teil der kanonischen modalen
Struktur sein werden.

De�nition 7.32 (Pseudok anonisc he Coun terpart{Relationen) Sei eine
beliebige treue Substitution f gegeben und seien � und � zwei freie Henkin
Typen. Dann bezeichnenwir mit Cf die folgendeRelation auf dem kartesischen
Produkt von U� und U� , welchenat•urlich auch von � und � abh•angt:

Cf := fh[x]� ; [y]� i j f (x) = yg:

SolcheRelationen nennenwir auch pseudokanonische Counterpart{Relationen .
Weiter bezeichnenwir mit CP

� ;� die Menge aller solchen Relationen zwischen
U� und U� , also

CP
� ;� := f Cf � U� � U� j f 2 Treug

und schlie�lich mit CP
L die Menge aller pseudokanonischenCounterpart{

Relationen zu irgendzwei freien Henkin{T ypen � und � .

Wir k•onnen zu einer gegebenen treuen Substitution f die Relation Cf auch
alternativ de�nieren. Sei:

h[x]� ; [y� ]i 2 fCf :( ) es gibt ein u 2 [x � ] und ein v 2 [y]� , so da� f (u) = v:

Ist h[x]� ; [y]� i 2 Cf , so ist wegen f (x) = y und x 2 [x]� sowie y 2 [y]�
o�ensichtlich h[x]� ; [y]� i 2 fCf . Ist umgekehrt h[x]� ; [y]� i 2 fCf , so existieren
Variablen u 2 [x]� und v 2 [y]� , so da� f (u) = v, also h[u]� ; [v]� i 2 Cf . In
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diesem Fall gilt aber [u]� = [x]� und [v]� = [y]� , mithin h[x]� ; [y]� i 2 Cf .
Demnach stimmen die Relationen Cf und fCf •uberein.

DieseBemerkungist gleichzeitig ein Beweisder Repr•asentantenunabh•angig-
keit der so de�nierten Relation Cf auf U� � U� .

Lemma 7.15 Pseudokanonische Counterpart{R elationen haben die CE{
Eigenschaft.D.h. esgilt f•ur je zwei freie Henkin{T ypen � und � : CP

� ;� � CS� ;S� ,
wobei CS� ;S� wieder die Menge aller CE{Relationen zwischenS� und S� be-
zeichne.

B e w e i s. Dies folgt unmittelbar aus der Bedingung, da� treue Varia-
blensubstitutionen f total sind. Sind n•amlich � und � gegeben und ist [x]�
irgendein Element aus U� , so ist f (x) = y f•ur eine gewisseVariable y und
daher h[x]� ; [y]� i 2 Cf . Also ist Cf linkstotal. 2

Lemma 7.16 PseudokanonischeCounterpart{R elationen sind im allgemeinen
weder funktional, noch injektiv oder rechtstotal. Dar•uber hinaus m•ussen sie
nicht die Existenz{Eigenschafterhalten.

B e w e i s. Seien � und � freie Henkin{T ypen mit (x i
:= x j ) 2 � und

(x i
:= x j ) =2 � respektive. Solche freien Henkin{T ypen existieren nach Lemma

7.12. Sei weiter id : Var � ! Var die identische Variablensubstitution. Dieseist
o�enbar treu. Dann ist [x i ]� = [x j ]� , jedoch [x i ]� 6= [x j ]� . Dar•uber hinaus gilt
aber h[x i ]� ; [x i ]� i 2 Cid sowie h[x i ]� ; [x j ]� i 2 Cid . Also ist Cid nicht funktional.

Seien nun umgekehrt � und � freie Henkin{T ypen, so da� (x i
:= x j ) =2 �

und (x i
:= x j ) 2 �. Dann folgt analog [x i ]� 6= [x j ]� , [x i ]� = [x j ]� sowie

h[x i ]� ; [x i ]� i 2 Cid und h[x j ]� ; [x i ]� i 2 Cid . Also ist die Relation Cid nicht
injektiv.

Um zu zeigen, da� pseudokanonische Counterpart{Relationen i. allg. nicht
rechtstotal sind, haben wir zwei frei Henkin{T ypen � und � und eine treue
Substitution f anzugeben, so da� ein [x]� existiert, welchesmit keinem [y]� in
der Relation Cf steht.

Sei dazu zun•achst die Formelmenge� wie folgt de�niert:

� := f x0 6= x2i+2 j i 2 ! g:

Diese Formelmengeist o�enbar L {k onsistent. Sei dann ferner eine Variablen-
substitution g de�niert durch:

g(x i ) =
�

x i : falls i = 0 oder i = 2j + 2 f•ur j 2 !
x4j +1 : falls i = 2j + 1 f•ur j 2 !

Wie man leicht nachpr •uft ist g total und injektiv und somit treu. Weiter ist g
auf f x0g[ f x2i+2 j i 2 ! g die Identit •at und keine Variable der Form x4i +3 liegt
im Bild von g. Folglich ist g einegro�z •ugigeSubstitution, weshalbmit Korollar
7.1 die Existenz einesfreien Henkin{T yps � folgt, so da�

� g = � � � 2 FHenL :
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Sei nun � ein beliebigerweiterer freier Henkin{T yp, und sei eine treue Substi-
tution f de�niert durch f (x i ) = x2i+2 f•ur alle i . Wir behaupten,da� die Klasse
[x0]� zu keiner Klasse[y]� in der Relation Cf steht. Nehmenwir einmal an, es
g•abe einesolche Klasse[y]� . Dann existierten Variablen u 2 [y]� und v 2 [x0]� ,
so da� f (u) = v gilt. Das hie�e aber, da� ein i 2 ! existiert, so da� v = x 2i +2

ist und wegenv 2 [x0]� die Formel x0 = x2i+2 in � liegt. Da aber die Negation
dieser Formel in � ist, hie�e dies, da� � inkonsistent w•are. Also kann keine
solche Klasseexistieren und die Relation Cf auf U� � U� ist nicht rechtstotal,
was zu zeigenwar.

Schlie�lic h k•onnen wir ohne weiteres zwei freie Henkin{T ypen � und � sowie
eine Variablensubstitution f angeben, so da� h[x]� ; [y]� i 2 Cf gilt und [x]�
in � die Existenz{Eigenschaft hat w•ahrend sie [y]� in � fehlt. Man betrachte
dazu einfach die (konsistenten) Typen f E !(x)g und f: E !(y)g. Dieselassensich
nach Lemma 7.12 zu freien Henkin Typen � und � erweitern, wobei die ent-
sprechendenVariablensubstitutionen auf den Variablen in E!(x) bzw. E!(y) die
Identit •at seien.Dann ist aber E!(x) 2 �, E !(y) =2 �, sowie h[x]� ; [y]� i 2 Cf ,
wobei f so gew•ahlt sei, da� f (x) = y. 2

Es verbleibt die Aufgabe, eine TeilklasseCL von Relationen aus CP
L auszu-

sondern, welche Teil des kanonischen modalen Modells werden soll. Dies wird
in Analogie zur Verfahrensweisebei der Konstruktion kanonischer Modelle in
der modalenAussagenlogikdurchgef•uhrt. Wir de�nieren zugleich die Klasseder
kanonischen Counterpart{Relationen und den Begri� der kanonischen modalen
Struktur:

De�nition 7.33 (Kanonisc he mo dale Struktur) Seien� und � zwei freie
Henkin{T ypen und f eine beliebigetreueSubstitution. Weiter sei der Ausdruck
(� � )f wie folgt de�niert:

(� � )f := f � f (z1; : : : ; zn ) j � � (y1; : : : ; yn ) 2 � ^ f (yi ) = zi ; i = 1; : : : ; ng:

Wir de�nier en dann:

S�
Cf

� ! S� :( ) (� � )f � �

und schreiben hierf•ur auch kurz �
Cf

� ! � . PseudokanonischeCounterpart{
Relationen, welchezus•atzlich diese Bedingung erf•ullen, nennen wir dann ka-
nonische Counterpart{Relationen . Diese konstituieren die Klasse CL aller
Counterpart{R elationen der kanonischenmodalen Struktur . Mit anderen Wor-
ten, CL sei gegeben durch die Menge:

CL := f Cf j f 2 Treu; �
Cf

� ! � und � ; � 2 FHenL g:

Die MengeCo� ;� der Counterpart{R elationen zwischenzwei m•oglichenWelten
S� und S� sei dann wieder durch CL \ CP

� ;� gegeben. Schlie�lich sei unsere
kanonische modale Struktur fL durch das Paar hWL ; CL i de�niert.
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Lemma 7.17 Sei � 2 FHenL ein freier Henkin{T yp, so da� � � 2 � f•ur
irgendeineFormel � gilt. Dann folgt:

(a) Die Formel : � ist nicht L {beweisbar.

(b) Die Formelmengen� � [ f � g sowie � � sind L {konsistent.

B e w e i s. Sei � ein freier Henkin{T yp mit � � 2 � f •ur eine Formel � .
Zum Beweis von (a) sei angenommen,da� ` L : � . Dann folgt mit neces-

sitation ` L � : � und schlie�lic h ` L : � � . Demnach w•are : � � 2 �, also �
inkonsistent, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Zum Beweis von (b) sei angenommen, die Menge � � [ f � g w•are L {
inkonsistent. Dann existierte nach dem Endlichkeitssatz 7.2 eine endliche Teil-
menge� �

0 = f  1; : : : ;  m g, so da�

m̂

i =1

 i ` L : �:

Dann folgt nach dem Deduktionstheorem 7.3

` L

m̂

i=1

 i ! : �:

Da L eine normale Modallogik ist, folgt mit necessitation

` L � (
m̂

i =1

 i ! : � ):

Da L die Box{Distribution erlaubt, ergibt sich ferner:

` L

m̂

i=1

�  i ! � : �:

Nun ist aber nach Annahme �  i 2 � f•ur i = 1; : : : ; m, also nach Lemma 7.6
auch

V m
i=1 �  i 2 �. Nun folgt aber, wegender Abgeschlossenheitvon � unter

modus ponens,da� � : � 2 � gilt und damit auch : � � 2 �. Dann w•are � aber
L {ink onsistent, im Widerspruch zur Voraussetzung.Also ist die obige Menge
doch L {k onsistent. Insbesondereist dann die Menge � � L {k onsistent. 2

Korollar 7.2 (Existenz m •oglic her W elten) Sei fL die kanonische moda-
le Struktur der Logik L und sei S� eine m•ogliche Welt aus fL . Ist dann
� � (x1; : : : ; xn ) 2 � f•ur irgendeineFormel � mit freien Variablen x1; : : : ; xn ,
so existiert eine m•ogliche Welt S� und eine kanonischeCounterpart{R elation
Cf in Co� ;� mit h[x i ]� ; [yi ]� i 2 Cf (i = 1; : : : ; n), so da� � f (y1; : : : ; yn ) 2 �
gilt. Insbesondere k•onnen Cf und � stets so gew•ahlt werden, da� f jV ar (� ) = id
ist, d.h. so, da� h[x i ]� ; [x i ]� i 2 Cf (i = 1; : : : ; n) und � (x1; : : : ; xn ) 2 � gilt.
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B e w e i s. Nach Lemma 7.17 Teil (b) ist | da � � 2 � | � � [ f � g
L {k onsistent. Nach Korollar 7.1 existiert dann zu jeder gro�z •ugigen Variablen-
substitution f ein freier Henkin{T yp � mit (� � [ f � g)f � �. Dann ist jedoch
(� � )f � �, also die Relation Cf kanonisch und die Formel � f in �. Insbeson-
dere kann stets ein gro�z •ugigesf 2 Treu gew•ahlt werden, so da� f jV ar (� ) = id
ist, da lediglich endlich viele Variablen festgehaltenwerden m•ussen. 2

Lemma 7.18 Kanonische Counterpart{R elationen sind im allgemeinen we-
der funktional noch injektiv. Dar•uber hinaus m•ussen sie nicht die Existenz{
Eigenschafterhalten.

B e w e i s. Wir variieren die Konstruktionen aus Lemma 7.16.
(i) Sei � 2 FHen derart, da� (x i

:= x j ) 2 � sowie � (x i 6:= x j ) 2 �. Solch ein
freier Henkin{T yp existiert, solangedie Formel (x i

:= yj ) ! � (x i
:= x j ) nicht

zu L geh•ort. Nach Lemma 7.2 existiert dann ein freier Henkin{T yp � und eine
kanonische Counterpart{Relation Cf mit f jf x i ;x j g = id, so da� (x i 6:= x j ) 2 �
gilt. Wie in Lemma 7.16 folgt dann, da� Cf nicht funktional ist.
(ii) Zum Nachweisder Existenz einerkanonischenCounterpart{Relation, wel-
che nicht injektiv ist, geheman wie in (i) vor, starte jedoch mit einem freien
Henkin{T yp �, welcher die Formeln (x i 6:= x j ) und � (x i = x j ) enth•alt. Dies ist
m•oglich, solangedie Logik L nicht das Schema (x 6:= y) ! � (x 6:= y) enth•alt
(Notwendigkeit der Di�erenz).
(iii) Sei die Formel E !(x) ! � E !(x) nicht in L . Dann existiert ein freier
Henkin{T yp �, so da� E !(x) 2 � (x hat die Existenz{Eigenschaft in �) und
� : E !(x) 2 � ist. Dann folgt mit Lemma 7.2 o�enbar die Existenz eines er-
reichbaren freien Henkin{T yps �, so da� x in � nicht die Existenz{Eigenschaft
hat. O�en bar k•onnen wir auf dieselbe Weisenachweisen,da� | falls die Logik
L die Formel : E !(x) ! � : E !(x) nicht enth •alt | freie Henkin{T ypen � und �
und eine kanonische Counterpart{Relation Cf existieren, so da� eine Variable
x in � nicht die Existenz{Eigenschaft hat, w•ahrend sie eine Variable y mit
h[x]� ; [y]� i 2 Cf in � hat. 2

De�nition 7.34 (Kanonisc hes mo dales Mo dell) Das kanonische modale
Modell M L ist nun gegeben als das Paar hfL ; � L i , bestehendaus der kanoni-
schenmodalen Struktur und der Klasse aller kanonischenBelegungenindiziert
durch freie Henkin{T ypen. Dabei wird � L als Abbildung WL � Var � ! DuL

mit � L (S� ; x) = [x]� aufgefasst.

Das folgende Lemma, das | wie sein Name schon verr•at | grundlegend
ist, erlaubt nun, die Elementb eziehung zwischen Formeln und freien Henkin{
Typen mit der G•ultigk eitsbeziehung zwischen Formeln und den induzierten
freien Strukturen des kanonischen Modells zu vertauschen. F•ur den Beweis
dieses Sachverhalts ist | neben der geeignetenDe�nition der kanonischen
Counterpart{Relationen, welche den � {Fall reglementiert | o�enbar eine An-
wendung desLemmas7.2 •uber die Existenz m•oglicher Welten unerl•a�lic h.

Lemma 7.19 (Fundamen tallemma) Sei L eine beliebige modale Pr •adika-
tenlogik, � eine beliebige modale Formel, M L das kanonischemodale Modell,
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S� eine beliebige m•ogliche Welt und � � die zugeh•orige kanonischeBelegung.
Dann gilt:

hS� ; � � i � � ( ) � 2 � :

B e w e i s. Wir beweisendie Behauptung induktiv •uber den Formelaufbau.
Sei im folgenden� irgendein freier Henkin{T yp:

(i) Sei � (x i ; x j ) = (x i
:= x j ). Dann gilt

hS� ; � � i � (x i
:= x j )

per de�nitionem genaudann, wenn � � (x i ) = � � (x j ) gilt. Diesbedeutetaber die
Klassengleichheit [x i ]� = [x j ]� , die genau dann gegeben ist, wenn die Formel
(x i

:= x j ) 2 � ist.

(ii) Sei � (x1; : : : ; xm ) = R(x i 1 ; : : : ; x i n ), wobei R ein n{stelliges Relationssym-
bol bezeichne und f x i 1 ; : : : ; x i n g � f x1; : : : ; xm g. Dann gilt per de�nitionem

hS� ; � � i � R(x i 1 ; : : : ; x i n )

genau dann, wenn h[x i 1 ]� ; : : : ; [x i n ]� i 2 R� ist. Dies ist aber wiederum nach
der De�nition von R � genaudann der Fall, wenn R(x i 1 ; : : : ; x i n ) 2 � ist.

(iii) Sei nun � = :  , und f•ur  gelte die Behauptung. Es gilt

hS� ; � � i � :  

genaudann, wenn
hS� ; � � i 2  :

Dies ist nach Induktionsvoraussetzunggenau dann der Fall, wenn  =2 � gilt.
Da � aber ein vollst•andiger Typ ist, ist dies nach Lemma 7.6 •aquivalent zu
:  2 �.

(iv) Sei � = ( ^ � ) und f•ur  und � gelte die Induktionsb ehauptung. Dieser
Fall verl•auft v•ollig analogzu Fall (iii). Hier nutzt man die Eigenschaft vollst•an-
diger Typen, da� ( ^ � ) 2 � genaudann gilt, wenn  2 � und � 2 �.

(v) Sei� = 9x (x; �y) und f•ur  geltedie Induktionsb ehauptung.Man beachte,
da�  eventuell (neben x) weitere freie Variablen enthalten kann. Dar •uber hin-
ausk•onnenin  bereitsQuantoren, da� hei�t gebundeneVariablen vorkommen.
Es gilt nun:

M � � 9x (x; �y) :( ) es eine exist. x{variante f� � gibt mit hS� ; f� � i �  (x; �y):

Dies ist aber nach De�nition genaudann der Fall, wenn eine Belegung f� � mit
f� � (x) = [z]� 2 D � existiert, so da�

hS� ; � [z]�
x i �  (x; �y):

Nun stimmen die Belegungen� � und � [z]�
x in allen Variablen au�er eventuell in

x •uberein und esgilt � � (z) = [z]� = � [z]�
x (x). Sei nun e (x; �y) eine gebundene
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Umbenennung von  (x; �y), so da� z frei f•ur x in e (x; �y) ist. Ist hier  quanto-
renfrei, so k•onnen wir selbstverst•andlich e =  w•ahlen. Nun k•onnen wir unter
Benutzung desKoinzidenzlemmas7.3 die Variablen x und z zusammenmit den
Belegungenvertauschen. Genauer folgt:

hS� ; � � i � e (z; �y) und [z]� 2 D �

Dies ist jedoch nach Induktionsvoraussetzungund De�nition gleichbedeutend
mit der Forderung nach der Existenz einer Variablen z, so da� E !(z) 2 �
und e (z; �y) 2 �. Da E!(z) ^ e (z; �y) ! 9z e (z; �y) 2 L ist (als tautologische
Umformung einer Instanz von (E! 2)), folgt hieraus,da � ein vollst•andiger Typ
ist, da� 9z e (z; �y) 2 � gilt. Schlie�lic h folgt mit Lemma 7.11, da� dann auch
9x (x; �y) in � liegt.
Nehmen wir umgekehrt an, da� 9x (x; �y) 2 � gilt, so folgt, da � ein freier
Henkin{T yp ist, die Existenz einerVariablen z mit E !(z) 2 � sowie  (z; �y) 2 �.
Nun k•onnen wir wie oben | jedoch in umgekehrter Reihenfolge| schlie�en.
Damit ist Fall (v) bewiesen.

(vi) Sei, die Induktion abschlie�end, � (x1; : : : ; xn ) = �  (x1; : : : ; xn ) und  
erf•ulle die Induktionsb ehauptung. Nach De�nition gilt:

hS� ; � � i � �  (x1; : : : ; xn )

genaudann, wenn eine treue Substitution f und ein freier Henkin{T yp � exi-

stieren, so da� �
Cf

� ! � 2 Co� ;� und es eine hx1; : : : ; xn i {V ariante f� � gibt, so
da� f•ur i = 1; : : : ; n h� (x i ); f� � (x i )i 2 Cf gilt, sowie

hS� ; f� � i �  (x1; : : : ; xn ):

Wir nehmenzun•achst an, da�

hS� ; � � i � �  (x1; : : : ; xn ):

Setzen wir die relevanten De�nitionen ein, so folgt zun•achst, da� ein freier
Henkin{T yp � und ein Cf 2 Co� ;� existieren, so da� (� � )f � �. Weiter gibt
esdann Variablen y1; : : : ; yn , so da� h[x i ]� ; [yi ]� i 2 Cf gilt und

hS� ; � [yi ]�
x i

i �  (x1; : : : ; xn ):

Dann existieren aber Variablen ui 2 [x i ]� und vi 2 [yi ]� mit f (ui ) = vi (i =
1; : : : ; n). Dann ist insbesondere[ui ]� = [x i ]� und [vi ]� = [yi ]� und daher auch
h[ui ]; [vi ]i 2 Cf f•ur i = 1; : : : ; n. Es gilt somit:

hS� ; � [vi ]�
x i

i �  (x1; : : : ; xn ):

In der Formel  (x1; : : : ; xn ) sind eventuell die Variablen vi nicht frei f•ur x i , d.h.
k•onnen in den Wirkungsbereich einesQuantors der Form 9vi : : : geraten. Sei
daher g eine treue Substitution mit g(x i ) = vi und beliebig sonst. Dann gilt
nach dem •Ubergangslemma7.8

hS� ; � [vi ]�
x i

� g� 1i �  g(v1; : : : ; vn );
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was nach dem Koinzidenzlemma gleichbedeutendist mit

hS� ; � � i �  g(v1; : : : ; vn ):

Nach Induktionsvoraussetzungfolgt nun:

 g(v1; : : : ; vn ) 2 � (� )

Seinun angenommen,da� �  (x1; : : : ; xn ) =2 �. Da [x i ]� = [ui ]� f•ur i = 1; : : : ; n
gilt, folgt zun•achst, da� (x i

:= ui ) 2 � f•ur i = 1; : : : ; n gilt. Sei dann h 2 Treu
eine Variablensubstitution mit h(x i ) = ui f•ur i = 1; : : : ; n. Nach Lemma 7.11
gilt dann aber

�  (x1; : : : ; xn ) 2 � ( ) �  h(u1; : : : ; un ) 2 � ;

weshalbnach Annahme dann auch �  h(u1; : : : ; un ) =2 � gilt. Dann folgt, da �
ein vollst•andiger Typ ist, da� � :  h(u1; : : : ; un ) 2 � ist. Dann ist aber wegen
(� � )f � � auch (:  h)f (f (u1); : : : ; f (un )) 2 �, d.h.

:  f � h(v1; : : : ; vn ) 2 � (�� ):

Da sich nun die Formeln (� ) und (�� ) lediglich in der Wahl der gebundenen
Variablen unterscheiden, gilt:

 g(v1; : : : ; vn ) $  f � h (v1; : : : ; vn ) 2 L :

Dann folgt aber aus(� ) und Lemma7.6,da�  f � h (v1; : : : ; vn ) 2 � ist. Dann w•are
wegen(�� ) der Typ � aber inkonsistent, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also war die Annahme falsch, d.h. es ist �  (x1; : : : ; xn ) 2 �, was zu zeigen
war.

Sei nun umgekehrt vorausgesetzt,da� �  (x1; : : : ; xn ) 2 � gilt. Dann exi-
stiert nach Korollar 7.2 einem•ogliche Welt � und einekanonische Counterpart{
Relation Cf in Co� ;� , so da�  f (y1; : : : ; yn ) 2 � gilt. Dann ist also (� � )f � �,

wobei f (x i ) = yi f•ur i = 1; : : : ; n. Also gilt �
Cf

� ! � und h[x i ]� ; [yi ]� i 2 Cf f•ur
i = 1; : : : ; n. Nach Induktionsvoraussetzunggilt nun

hS� ; � � i �  f (y1; : : : ; yn )

und nach dem •Ubergangslemmademnach auch

hS� ; � � � f i �  (x1; : : : ; xn ):

D.h. aber es existiert eine hx1; ::; xn i {V ariante f� � von � � , n•amlich f� � (x i ) =
[f (x i )]� = [yi ]� , so da� nach dem Koinzidenzlemma

hS� ; f� � i �  (x1; : : : ; xn )

und h� � (x i ); f� � (x i )i 2 Cf , sowie (� � )f � �. Dies ist aber geradedie Bedingung
daf•ur, da�

hS� ; � � i � �  (x1; : : : ; xn )

gilt. Damit ist der Beweis desFundamentallemmas abgeschlossen. 2
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Satz 7.6 (Kanonisc he Mo delle) Sei L eine beliebige modale Pr •adikatenlo-
gik im Sinne von De�nition 7.14. Dann wird L vollst•andig durch das kanoni-
sche modale Modell beschrieben. D.h. es gilt: Th(M L ) = L . Insbesondere ist
die G•ultigkeit von Formeln aus L im kanonischenModell unabh•angig von der
kanonischenBelegung, d.h. es gilt fL � L . Also gilt sogar L = Th(fL ).

B e w e i s. Sei zun•achst angenommen,da� � ( �x) 2 L gilt. Dann folgt mit
Lemma7.6,da� � 2 � f•ur alle freien Henkin{T ypen�. DasFundamentallemma
liefert nun: hS� ; � � i � � f•ur alle freien Henkin{T ypen �, also � 2 Th(M L ).

Sei nun � (x1; : : : ; xn ) =2 L eine Formel, deren freie Variablen unter x1; : : : ; xn

vorkommen (n kann auch 0 sein). Dann ist die Menge f: � (x1; : : : ; xn )g ein L {
konsistenter n{T yp. Nach Lemma 7.12 existiert dann eine treue Substitution
f , welche auf allen Variablen die in � auftauchen (auch gebundenen)die Iden-
tit •at ist, und ein freier Henkin{T yp �, so da� f: � (x1; : : : ; xn )gf � �. Dann
ist aber : � (x1; : : : ; xn ) 2 � und da � insbesondereein vollst•andiger Typ ist,
� (x1; : : : ; xn ) =2 � nach Lemma 7.6. Nach dem Fundamentallemma gilt dann
aber hS� ; � � i 2 � (x1; : : : ; xn ), weshalb� (x1; : : : ; xn ) =2 Th(M L ) gilt.

Sei | zum Beweis der Zusatzbehauptung | angenommen,da� fL 2 � ( �x) f•ur
eine Formel � ( �x) aus L . Dann existiert eine Variablenbelegung� in f, so da�
hfL ; � i 2 � ( �x). Also gilt f•ur einem•ogliche Welt S� ausder kanonischen modalen
Struktur hS� ; � i 2 � ( �x). Sei � (x i ) = [yi ]� . Sei weiter e� ( �x) 2 L eine gebundene
Umbenennung von � ( �x), so da� yi frei f•ur x i in e� ( �x) ist. Nach Anwendung
einer erststu�gen Substitution (ersetzex i durch yi ) erhalten wir e� ( �y) 2 L . Nach
dem Fundamentallemma gilt also hS� ; � � i � e� ( �y). Da aber � (x i ) = � � (yi ) f•ur
i = 1; : : : ; n ist, m•usstenach dem Koinzidenzlemma 7.3 und dem Lemma •uber
gebundeneUmbenennungen 7.4 auch hS� ; � i � � ( �x) gelten, im Widerspruch
zur Annahme. Dies schlie�t den Beweis ab. 2

7.5 De�nierbare Klassen von modalen Strukturen

7.5.1 Framev ollst •andigk eit und Kanonizit •at

De�nition 7.35 (F rame{V ollst •andigk eit) Wir sagen, da� eine modale
Pr•adikatenlogik L Frame{vollst•andig ist, falls eine KlasseFrK(L ) von modalen
Framesexistiert, so da�

L =
\

F2 FrK(L )

Th(F):

De�nition 7.36 (Kanonizit •at) Sei L eine modale Pr•adikatenlogik und FL

das kanonischeFrame. Gilt dann FL � L , so hei�t L kanonisch.

Satz 7.7 Jede kanonischeLogik ist Frame{vollst•andig.

B e w e i s. Sei L eine kanonische modale Pr•adikatenlogik und FrK(L ) die
Klasse aller Frames, so da� F � L . Da L kanonisch ist, ist dieseKlasse nicht
leer, d.h. es gilt L �

T
F2 FrK(L ) Th(F). Da nach Satz 7.6 jedoch Th(M L ) = L

ist, gilt die Gleichheit. 2
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Korollar 7.3 Die Logik FK ist Frame{vollst•andig bzgl. der Klasse FrK aller
modalen Frames.

B e w e i s. SeiF ein beliebigesmodalesFrame. Nach Satz 7.3 gilt F � FK . Ist
andererseits� =2 FK , so gilt nach Satz 7.6, da� � =2 Th(M F K ), also FF K 2 � ,
d.h. � =2 Th(FrK). 2

7.5.2 Fallstudien

Wir behandeln im folgenden noch einige spezielle Schemata, welche von be-
sondererBedeutung sind und zeigenFrame{Vollst•andigkeitsresultate bez•uglich
geeigneterKlassenvon modalen Frames.Dabei ist die allgemeineBeweisstrate-
gie wie folgt: Ist E eine Eigenschaft von modalen Frames,d.h. eine Bedingung
an die Familie von Counterpart{Relationen des Frames (von Interpretationen
wird also abstrahiert), so zeigt man, da� zu einer gegebenen Logik L f •ur al-
le Frames F mit Eigenschaft E, F � L gilt. Kann man dann zeigen,da� das
kanonische Frame der Logik L die Eigenschaft E hat, so ist L kanonisch und
Frame{vollst•andig bez•uglich der Klassealler Framesmit Eigenschaft E.

De�nition 7.37 (Prominen te Schemata) Seien im folgenden x und y
beliebigeVariablen und � eine beliebigemodale Formel:

(NdI) (x := y) ! � (x := y) (Notwendigkeit der Identit •at)
(NdD) (x 6:= y) ! � (x 6:= y) (Notwendigkeit der Di�er enz)
(NdE) E!(x) ! � E !(x) (Notwendigkeit der Existenz)
(NdF) : E !(x) ! � : E !(x) (Notwendigkeit der Fiktionalit •at)
(BF) 8x� � ! � 8x� (Barcan{Formeln)
(CBF) � 8x� ! 8x� � (Konverse Barcan{Formeln)
(T) � � ! � (T{Schema)
(4) � � ! �� � (4{Schema)
(B) � ! �� � (B {Schema)

Bemerkung 7.9 O�enbar sind die Formeln (NdE) und 8x� E !(x) axioma-
tisch gleichwertig. Denn einerseits ist 8x� E !(x) ! (E !(x) ! � E !(x)) ei-
ne Instanz von (E! 2) und somit FK + 8x� E !(x) ` (N dE). Umgekehrt gilt
FK + (N dE) ` 8x� E !(x) nach Anwendung von universeller Quanti�kation,
universeller Distribution, (E! 1) und (mp). Es gilt jedoch FK 0 8x� E !(x) $
(E !(x) ! � E !(x)) , wie man sich auch leicht semantisch klar machen kann.
Betrachte dazu eine m•ogliche Welt hS; � Si in einem modalen Modell M , so da�
� (x) 2 DS ist und hS; � Si � � E !(x). Dann ist es aber durchaus m•oglich, da�
eine existentielle x{V ariante f� S existiert, so da� hS; f� Si � : � E !(x) gilt, also
hS; � Si � (E !(x) ! � E !(x)) ^ 9x: � E !(x).

Die Schemata (BF) und (CBF) h•angeneng mit den einzelnenFormeln (N dF)
und (N dE) zusammen.Wir behandelnexemplarisch die Zusammenh•angezwi-
schen (NdE) und (CBF). F•ur (BF) und (NdF) �ndet man •ahnliche Resultate.
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Lemma 7.20 Es bestehenfolgendeAbleitbarkeitsbeziehungenzwischen(NdE)
und (CBF):

(i) FK + (N dE) ` (CB F ),
(ii) FK + (CB F ) ` (N dE),
(iii) FK ` 8x� E !(x) $ (CB F ),
(iv) FK 0 (N dE) ! (CB F ).

B e w e i s. (ii) folgt sofort aus (iii) und (i) folgt aus (iii) unter Beachtung
der letzten Bemerkung. Zum Beweis von (iii) sei � eine beliebigeFormel.

FK ` 8x� ! (E !(x) ! � ) (Instanz von (E! 2) ) (1)
FK ` � 8x� ! (� E !(x) ! � � ) (Aus (1) mit (Nec) + (Norm.)) (2)
FK ; � 8x� ` � E !(x) ! � � (Aus (2) mit Deduktionstheorem) (3)
FK ; � 8x� ` 8x� E !(x) ! 8x� � (Univ. Quanti�k ation, x =2 F V(� 8x� )) (4)
FK ; � 8x�; 8x� E !(x) ` 8x� � (Deduktionstheorem aus (4)) (5)
FK ` 8x� E !(x) ! (� 8x� ! 8x� � ) ( 2 � Deduktionstheorem aus (5)) (6)

Die umgekehrte Implik ation ergibt sich sofort aus der Tatsache, da�
� 8xE !(x) ! 8x� E !(x) eine Instanz von (CBF) ist und � 8xE !(x) zur Logik
geh•ort.

(iv) kann man leicht einsehen,indem man Korollar 7.3 ausnutzt und semantisch
argumentiert. Dazu ist ein Modell M und eine m•ogliche Welt hS; � Si in M
anzugeben, so da�

hS; � Si � E !(x) ^ � E !(x) ^ � 8x�

und f•ur eine existentielle x{V ariante f� S

hS; f� Si � � (: � ^ : E !(x)) :

Dies ist aber ohne weiteresm•oglich. 2

De�nition 7.38 (Funktionale Frames) Ein modales Frame F hei�t funk-
tional oder auch spaltungsfrei genaudann, wenn alle C 2 CF funktional sind.

Lemma 7.21 Ist F funktional, so gilt F � (N dI ).

B e w e i s. Sei � eine beliebige Belegung in F, I eine beliebige Interpreta-
tionsfunktion in das modale Frame und f die entsprechende modale Struktur.
Angenommen hS; � Si � (x1

:= x2). Dann gilt � S(x1) = � S(x2). Sei T eine be-

liebige m•ogliche Welt in f, so da� S C� ! T gilt und h� S(x i ); f� T (x i )i 2 C f•ur
i = 1; 2 und eine geeignetex1; x2{V ariante f� T . Da C nach Voraussetzungfunk-
tional ist, folgt f� T (x1) = f� T(x2), also hT; f� T i � (x1

:= x2). Da C beliebig war,
folgt hS; � Si � (x1

:= x2) ! � (x1
:= x2). D.h. aber, da I und � beliebig waren,

F � (x := y) ! � (x := y) f•ur beliebigeVariablen x und y, was zu zeigenwar. 2

Satz 7.8 (Kanonizit •at von (NdI)) Das kanonische Frame der Logik L =
FK + (N dI ) ist funktional, d.h. es gilt FL � (N dI ).
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B e w e i s. Sei I eine beliebige Interpretationsfunktion, seien S� und S�

beliebigeWelten und gelte (� � )f � �, d.h. �
Cf

� ! �. Sei ferner angenommen,
da� [x1]� = [x2]� und da� h[x i ]� ; [yi ]� i 2 Cf f•ur i = 1; 2. Es folgt (x1

:= x2) 2 �
und wegen(x1

:= x2) ! � (x1
:= x2) 2 L � � auch � (x1

:= x2) 2 �. Dann
ist aber (f (x1) := f (x2)) 2 �. Nach De�nition ist aber f (x1) 2 [y1]� und
f (x2) 2 [y2]� . Es folgt [y1]� = [y2]� , womit gezeigtist, da� Cf funktional ist. 2

Korollar 7.4 Die Logik L = FK + (N dI ) ist Frame{vollst•andig bzgl.der Klas-
se aller funktionalen Frames.

De�nition 7.39 (Fusionsfreie Frames) Ein modalesFrameF hei�t fusions-
frei oder auch injektiv genau dann, wenn alle C 2 CF injektiv sind. D.h. ist
a1 6= a2 und hai ; b i i 2 C f•ur i = 1; 2, so gilt b1 6= b2.

V•ollig analog beweist man f•ur das Schema (NdD) die folgendenErgebnisse:

Lemma 7.22 Ist F fusionsfrei, so gilt F � (N dD).

B e w e i s. Analog zu Lemma 7.21. 2

Satz 7.9 (Kanonizit •at von (NdD)) Das kanonischeFrame der Logik L =
FK + (N dD) ist fusionsfrei, d.h. es gilt FL � (N dD).

B e w e i s. Analog zum Satz 7.8. 2

Korollar 7.5 Die Logik L = FK + (N dD) ist Frame{vollst•andig bzgl. der
Klasse aller fusionsfreien Frames.

De�nition 7.40 (Existenztreue, {freundlic hk eit und Fiktionaltreue)
(a) Ein modales Frame F hei�t existenztreu genau dann, wenn f•ur alle
Welten S und T und alle C 2 CoS;T gilt: Ist a 2 DS und ha; bi 2 C, so gilt
b 2 DT . Wir schreiben kurz: C(D S) � DT .
(b) F hei�t existenzfreundlich genaudann, wenn f•ur alle Welten S und T mit
CoS;T 6= ; gilt: Ist b 2 DT , so existiert ein a 2 DS und ein C 2 CoS;T , so da�
ha; bi 2 C. Kurz: C(DS) � DT .
(c) Gilt hingegen f•ur alle m•oglichen Welten S und T in F: C(US n DS) �
UT n DT , so hei�t F �ktionaltr eu.

Lemma 7.23 Ist F existenztreu, so gilt F � (N dE).

B e w e i s. Sei � eine beliebige Belegung in F, I eine beliebige Inter-
pretationsfunktion und sei angenommen,da� hS; � Si � E !(x) f•ur eine m•ogli-

che Welt S. Dann gilt zun•achst � S(x) 2 DS. Gilt zudem S C� ! T und ist
h� S(x); f� T (x)i 2 C, so folgt, da C existenztreu ist, da� f� T (x) 2 DT ist. Dann
gilt aber hT; f� T i � E !(x) und daher hS; � Si � E !(x) ! � E !(x), was zu zeigen
war. 2
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Satz 7.10 (Kanonizit •at von (NdE)) Das kanonischeFrame der Logik L =
FK + (N dE) ist existenztreu, d.h. es gilt FL � (N dE).

B e w e i s. Sei F das kanonische Frame der Logik L = FK + (N dE). Sei I
beliebig und sei S� eine m•ogliche Welt in f und [x]� 2 DS� , d.h. E !(x) 2 �.

Sei ferner angenommen,da� �
Cf� ! � und h[x]� ; [y]� i 2 Cf gilt. Da E!(x) !

� E !(x) 2 L ist, folgt � E !(x) 2 � und mit (� � )f � � somit auch E!(f (x)) 2 �.
Dann ist [f (x)] � 2 D � . Es ist aber wegenh[x]� ; [y]� i 2 Cf auch f (x) 2 [y]� und
daher [f (x)] � = [y]� , also[y]� 2 DS� . Dieszeigt, da� RelationenCf existenztreu
sind. 2

Korollar 7.6 Die Logik L = FK + (N dE) ist Frame{vollst•andig bzgl.der Klas-
se aller existenztreuen Frames.

Korollar 7.7 Die Logik L = FK + (CB F ) ist Frame{vollst•andig bzgl. der
Klasse aller existenztreuen Frames.

B e w e i s. Dies folgt unmittelbar ausdem Lemma 7.20zusammenmit Korollar
7.6, da

FK + (N dE) ` � ( ) FK + (CB F ) ` �:

2

Lemma 7.24 Ist F �ktionaltr eu, so gilt F � (N dF).

B e w e i s. Wie im Lemma 7.23. 2

Satz 7.11 (Kanonizit •at von (NdF)) Das kanonischeFrame der Logik L =
FK + (N dF) ist �ktionaltr eu, d.h. es gilt FL � (N dF).

B e w e i s. Analog zu Satz 7.10. 2

Korollar 7.8 Die Logik L = FK + (N dF) ist Frame{vollst•andig bzgl.der Klas-
se aller �ktionaltr euen Frames.

De�nition 7.41 (Lok al{re
exiv e und re
exiv e Frames)
(a) Ein modales Frame F hei�t lokal{re
exiv , falls f•ur jede Welt S, jede
nat•urliche Zahl n und jedes n{T upel ha1; : : : ; an i von Elementen aus US, in F
eine Relation C 2 CoS;S existiert, mit C � fhai ; ai i j i = 1; : : : ; ng.
(b) Ein modalesFrame F hei�t re
exiv , falls es lokal{re
exiv ist und f•ur jede
Welt und jedesn{T upel in US dieselbe Relation C 2 CoS;S gew•ahlt werden kann,
d.h. zu jeder Welt S eine Relation C existiert, so da� C � fha; ai j a 2 USg.

Bemerkung 7.10 Ist F re
exiv und zus•atzlich funktional, so ist f•ur jede Welt
S in F, C = idUS 2 CoS;S.

Lemma 7.25 Ist F lokal{re
exiv, so gilt F � (T).
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B ew e i s. Sei� einebeliebigeBelegungin F, I einebeliebigeInterpretations-
funktion, S eine beliebigem•ogliche Welt, � eine modale Formel mit den freien
Variablen x1; : : : ; xn und sei � S(x i ) = ai . Dann existiert, da F lokal{re
exiv ist,
eine Counterpart{Relation C 2 CoS;S mit C � fhai ; ai i j i = 1; : : : ; ng. Gilt
dann hS; � Si � � � ( �x), so folgt hS; � Si � � ( �x), wegenh� (x i ); � (x i )i 2 C f•ur alle
i . Das hei�t aber, esgilt F � � � ( �x) ! � ( �x). 2

Satz 7.12 (Kanonizit •at von (T)) Das kanonische Frame der Logik L =
FK + (T) ist re
exiv, d.h. ein Frame f•ur (T). Also gilt FL � (T).

B e w e i s. Wir zeigen,da� FL re
exiv ist. Seienwieder I und � beliebig
und sei S� eine m•ogliche Welt in FL . Die identische Variablensubstitution id
ist sicherlich treu. Ist au�erdem � � 2 �, so ist wegen� � ! � 2 L � � auch
� in �. Daher ist (� � ) id � � und somit Cid 2 Co(S� ; S� ). Cid erf•ullt aber
h[x]� ; [x]� i 2 Cid , f•ur alle x 2 Var , weshalbF re
exiv ist. 2

Korollar 7.9 Die Logik L = FK + (T) ist Frame{vollst•andig bzgl. der Klasse
aller lokal{re
exiven Frames.

De�nition 7.42 (Komp osition von CE{Relationen) Sind S C� ! T und

T
bC� ! R zwei CE{Relationen, so bezeichne bC � C die Komposition dieser Rela-

tionen, die de�niert ist durch:

bC � C := fha; ci j es gibt ein b 2 UT ; so da� ha; bi 2 C und hb; ci 2 bCg

und o�enbar wieder eine CE{Relation ist.

De�nition 7.43 (Lok al{transitiv e und transitiv e Frames)

(a) Ein modales Frame F hei�t lokal{transitiv , falls zu jedem Paar S C� ! T

in CoS;T und T
bC� ! R in CoT;R , jeder nat•urlichen Zahl n und jedem Tripel

ha1; : : : ; an i , hb1; : : : ; bn i und hc1; : : : ; cn i von n{T upeln aus US, UT bzw. UR

mit hai ; b i i 2 C und hb i ; ci i 2 bC (i = 1,. . . ,n) eine Counterpart Relation
eC 2 CoS;R existiert, so da� eC � fhai ; ci i j i = 1; : : : ; ng gilt.

(b) F hei�t transitiv , falls zu jedem Paar S C� ! T in CoS;T und T
bC� ! R in

CoT;R eine Counterpart{R elation S
eC� ! R in CoS;R existiert, so da� eC � C � bC

gilt.

Bemerkung 7.11 Ist F transitiv und dar•uber hinaus funktional, so gilt

C 2 CoS;T und bC 2 CoT;R =) eC = bC � C 2 CoS;R :

Lemma 7.26 Ist F lokal{tr ansitiv, so gilt F � (4).

B e w e i s. Sei F lokal{transitiv und sei angenommen,da� hS; � Si � � � ( �x) ^
�� : � ( �x) f•ur eine Belegung� und eine Interpretationsfunktion I in F und eine
modale Formel � ( �x) mit den n freien Variablen x1; : : : ; xn . Dann existieren
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aber Counterpart{Relationen S C� ! T und T
bC� ! R und �x{V arianten f� T und

f� R , so da� h� S(x i ); f� T (x i )i 2 C und hf� T(x i ); f� R(x i )i 2 bC (i = 1; : : : ; n) gilt und
hR; f� R i � : � ( �x). Da aber F lokal{transitiv ist, existiert eineRelation eC 2 CoS;R

mit h� S(x i ); f� R(x i )i 2 eC. WegenhS; � Si � � � ( �x) m•usste dann aber ebenfalls
hR; f� R i � � ( �x) gelten, was unm•oglich ist. Also folgt F � � � ( �x) ! �� � ( �x). 2

Satz 7.13 (Kanonizit •at von (4)) Das kanonische Frame der Logik L =
FK + (4) ist transitiv, d.h. es gilt FL � (4).

B e w e i s. Wir zeigen,da� F transitiv ist. Sei angenommen,da� (� � )f �
� und (� � )g � � gilt. Ist dann � � 2 �, so ist wegen � � ! �� � 2 L
auch �� � 2 � und daher � � f 2 � und schlie�lic h � g� f 2 �. Das hei�t aber
(� � )g� f � �. Es ist aber g� f einetreue Substitution und somit Cg� f 2 CoS� ;R �

und Cg� f = Cg � Cf . Also ist F transitiv und esgilt FL � � � ! �� � . 2

Korollar 7.10 Die Logik L = FK + (4) ist Frame{vollst•andig bzgl.der Klasse
aller lokal{tr ansitiven Frames.

De�nition 7.44 (In verse CE{Relationen) Sei F ein modales Frame und
C 2 CoS;T . Dann hei�t eine CE{Relation C � 1 eine Inversevon C, falls hb; ai 2
C � 1, wann immer ha; bi 2 C gilt.

De�nition 7.45 (Lok al{symmetrisc he und symmetrisc he Frames)
(a) Ein modalesFrameF hei�t lokal{symmetrisch, falls f•ur jede Relation C 2
CoS;T und jedes n-Tupel ha1; : : : ; an i aus US mit hai ; b i i 2 C f•ur i = 1; : : : ; n
und ein n{T upel �b aus UT eine lokale Inverse C � 1 2 CoT;S mit hb i ; ai i 2 C � 1

(i = 1; : : : ; n) existiert.
(b) Ein modalesFrameF hei�t symmetrisch, falls f•ur jedeRelation C 2 CoS;T

eine Inverse C � 1 2 CoT;S existiert.

Bemerkung 7.12 Ist ein modalesFrame F symmetrischund nicht fusionsfrei,
so existiert ein C � 1 2 C, welchesnicht funktional ist, d.h. F ist nicht funktional.
Ist ein modales Frame F symmetrisch und nicht funktional, so existiert ein
C � 1 2 C, welchesnicht fusionsfrei ist, d.h. F ist nicht fusionsfrei.
Ein symmetrischesFrame ist also entweder funktional und fusionsfrei oder kei-
nes von beiden. Dar•uber hinaus sind Inverse in einem symmetrischen Frame
F genau dann eindeutig bestimmt, wenn F funktional und fusionsfrei ist und
Counterpart{R elationen au�er dem rechtstotal (surjektiv) sind. Inverse ihrer-
seits sind stets per de�nitionem rechtstotal.

Lemma 7.27 Ist F lokal{symmetrisch, so gilt F � (B ).

B e w e i s. Dies beweiseman analog zu Lemma 7.26. 2

Korollar 7.11 Ist F symmetrisch, so gilt F � (B ).
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B e w e i s. Dies folgt sofort aus dem letzten Lemma, da jedessymmetrische
Frame auch lokal{symmetrisch ist. 2

Verm utung 7.1 (Kanonizit •at von (B)) Das kanonische Frame der Logik
L = FK + (B ) ist lokal{symmetrisch, d.h. es gilt FL � (B ).

Verm utung 7.2 Die Logik L = FK + (B ) ist Frame{vollst•andig bzgl.der Klas-
se aller lokal{symmetrischen Frames.

De�nition 7.46 ((Semi{) kategorielle Frames) Wir nennen ein modales
Frame F semi{kategoriell, falls es re
exiv und transitiv ist. Des weiteren hei�t
F kategoriell, falls F funktional und semi{kategoriell ist.

Bemerkung 7.13 Wie man leicht nachpr•ufen kann sind kategorielle Frames
in denendie einzelnenWelten gleichzeitigModelle der klassischenPr •adikaten-
logik sind semantischgleichwertig zu den in Kapitel 4 de�nierten C{Mengen.
Das hei�t eine Formel ist g•ultig in allen C{Mengen genau dann, wenn sie in
allen kategoriellen Framesmit klassischenStrukturen als Welten g•ultig ist. Die
Basislogik der Funktor{Semantik erh•alt man also aus FK durch Erg•anzungder
Schemata(Cl), (N dI ), (4) und (T).

Lemma 7.28 Ist F ein existenzfreundliches Frame, so gilt F � (B F ).

B e w e i s. Erneut analog zu Lemma 7.26. 2

Verm utung 7.3 (Kanonizit •at von (BF)) Das kanonischeFrame der Logik
L = FK + (B F ) ist existenzfreundlich, d.h. es gilt FL � (B F ).

Verm utung 7.4 Die Logik L = FK + (B F ) ist Frame{vollst•andig bzgl. der
Klasse aller existenzfreundlichen Frames.

Die vorausgehendenBeispiele legen bereits nahe, da� jede `pr•adikatenlogische
Version' einer kanonischen modalen Aussagenlogikwieder kanonisch ist. In der
Tat kann man durch ein •ahnlichesArgument wie in [Skvortsov/Shehtman 1993]
(S. 92), den folgendenSatz beweisen.Man vergleich diesbez•uglich auch denSatz
5.5.

Satz 7.14 Ist L eine kanonischemodale Aussagenlogik, so ist die freie modale
Pr•adikatenlogik F L gleichfalls kanonisch.
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7.6 Generalisierte Frames

In diesemletzten | etwas skizzenhaften| Abschnitt soll schlie�lic h noch ge-
zeigt werden, wie durch eine geeigneteBereicherung des Begri�s einesmoda-
len Frames durch eine modale `Algebra zul•assigerInterpretationen', generelle
Frame{Vollst•andigkeit erreicht werden kann. Dies geschieht in Analogie zur
modalen Aussagenlogik; insbesondereist der unten eingef•uhrte Begri� einer
komplexen Algebra eine nat•urliche Verallgemeinerungdes Konzepts einer mo-
dalen Algebra (boolschen Algebra mit Operatoren), wie es aus der modalen
Aussagenlogikhinl •anglich bekannt ist.

De�nition 7.47 (Komplexe Algebren) Sei F = hU; Ci ein modalesFrame,
wobei U = fhDw ; Uw i : w 2 W g die zugeh•orige Familie von Universen be-
zeichne.Eine n{ Menge ist eine Menge von Elementen der Form ha; wi , wobei
w 2 W und a 2 (Uw)n ist. Ist A eine n{Menge, so de�nier e man

� A := fhb; wi 2 (Uw)n � f wg : es gibt ein ha; vi 2 A

und ein C 2 Cow;v so da� hb; ai 2 Cg :

Ist � : f 1; : : : ; mg ! f 1; : : : ; ng eine Abbildungund a ein n{T upel, so bezeich-
ne � (a) das m{T upel ha� (1) ; a� (2) ; : : : ; a� (m) i . Sind eine m{Menge A und eine
Abbildung� : f 1; : : : ; mg ! f 1; : : : ; ng gegeben, so setze

b� (A) := fha; wi 2 (Uw)n � f wg : h� (a); wi 2 Ag :

Ist ferner j 2 ! , A eine n{Menge und j � n, so de�nier e die Operation E j wie
folgt:

Ej (A) := fha1; : : : ; aj � 1; c;aj +1 ; : : : ; an ; wi 2 (Uw)n � f wg : c 2 Uw und

es gibt ein b 2 Dw ; so da� ha1; : : : ; aj � 1; b;aj +1 ; : : : ; an ; wi 2 Ag

Sind schlie�lich i; j; n 2 ! mit i; j � n und ist A eine n{Menge, so de�nier e
die Operation id i;j durch

id i;j (A) := fha; wi 2 (Uw)n � f wg : ha; wi 2 A und ai = aj g:

Eine komplexe Algebra Gn vom Typ n •uber U wird als eine Familie von n{
Mengende�niert, welcheunter allen boolschenOperationen und au�er demunter
den Operationen � , Ej f•ur jedes j 2 ! und id i;j f•ur jedes Paar i; j 2 ! abge-
schlossenist. Eine komplexe Algebra ist dann eine Folge G = hGn : n 2 ! i ,
in welcher die Gn komplexeAlgebren vom Typ n sind (i 2 ! ) und

S
i 2 ! Gi

zus•atzlich abgeschlossenist unter der Operation b� f•ur jedes � .

De�nition 7.48 (Generalisierte Frames) Ein generalisiertesFrame 
 F ist
ein Paar hF; Gi , wobei F ein modales Frame ist und G eine komplexeAlge-
bra basierend auf F. Eine Interpretation I in F hei�t zul•assig, falls f•ur jedes
n{stel lige Relationssymbol P, I (P) 2 Gn ist. Ein Modell basierend auf einem
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generalisierten FramehF; Gi ist ein Tripel hF; G; I i , wobei I eine zul•assigeInter-
pretation ist. Eine Formel hei�t dann allgemeing•ultig in einem generalisierten
Frame 
 F, falls sie in jedem Modell basieren auf 
 F gilt.

Ist ein Modell hF; G; I i basierendauf dem generalisiertenFrame hF; Gi gegeben,
soordnen wir jeder nat•urlichen Zahl n und jeder Formel � derenfreie Variablen
unter �x = f x1; : : : ; xn g vorkommen und exakt � ( �x) = hx � (1) ; : : : ; x � (m) i sind

(wobei � : f 1; : : : ; mg ! f 1; : : : ; ng) induktiv einen{Menge bI (�; n) wie folgt zu.

bI (Pm (� ( �x)) ; n) := b� (I (P m ))
bI (x i

:= x j ; n) := id i;j (Un )
bI (: �; n) := Un � bI (�; n)
bI (� 1 ^ � 2; n) := bI (� 1; n) \ bI (� 2; n)
bI (� �; n) := � bI (�; n)
bI (9x j :�; n) := Ej (bI (�; n))

Es folgt, da� f•ur jede Formel � (x1; : : : ; xn ), deren freie Variablen unter
f x1; : : : ; xn g vorkommen,bI (� ) 2 Gn ist. Daskanonischegeneralisierte L {F rame
wird nun wie folgt de�niert. Die Menge der m•oglichen Welten und Relationen
zwischen diesensind wie bisher de�niert. Gleichfalls ist die kanonische Belegung
I L wie bisher auf Relationssymbolen erkl•art. Wir de�nieren nun eine komplexe
Algebra vom Typ n •uber Un mit Hilfe der kanonischen Interpretation wie folgt.

Gn := f cI L (�; n) : FV(� ) � f x1; : : : ; xn gg :

Wie man leicht sieht, de�niert man auf dieseWeiseein generalisiertesFrame.
Die Theorie einesgeneralisiertenFramesist jedoch nach wie vor nicht in jedem
Fall unter zweitstu�gen Substitutionen abgeschlossenund ist somit im allgemei-
nen keine modale Pr•adikatenlogik. Die Theorie deskanonischen generalisierten
Frames ist jedoch stets unter zweitstu�gen Substitutionen abgeschlossen,und
dies reicht aus, um das folgende Resultat zu etablieren. Dabei verstehen wir
unter einem L {Frame ein modalesFrame F derart, da� F � L .

Satz 7.15 (V ollst •andigk eit) Ist L eine modale Pr•adikatenlogik und K die
Klasse aller generalisierten L {F rames, so ist L vollst•andig bez•uglich K, d.h.
L =

T

 F2 K Th(
 F).

B ew e i s. Sei
 FL daskanonische generalisierteFrame und seiangenommen,
da� � 2 L , so da� 
 FL 2 � . Dann gibt es eine zul•assigeInterpretation I , eine
m•ogliche Welt S� und eine Belegung � , so da� hS� ; I ; � i 2 � . Da L unter
erststu�gen Substitutionen abgeschlossenist, k•onnenwir oBdA annehmen,da�
� die kanonische Belegung� � ist. SeienP n1

1 ; : : : ; Pnm
m alle in � auftauchenden

Relationssymbole. Da I zul•assig ist, ist I (P n i
i ; �) = cI L ( i ) 2 Gn i f•ur i =

1; : : : ; m. Insbesondereist F V( i ) � f x1; : : : ; xn i g. Da ferner � 2 L ist und L
unter zweitstu�gen Substitutionen abgeschlossenist, folgt weiter, da� auch e� =
( 1=Pn1

1 ; : : : ;  m =Pnm
m )� 2 L . Aber da I (P n i

i ) = cI L ( i ) folgt per Induktion, da�
hS� ; I L i 2 e� und dies widerspricht Th(fL ) = L . Dies zeigt, da� das kanonische
generalisierteFrame 
 F ein L {Frame ist. Nun folgt die Vollst•andigkeit sofort
unter Benutzung desSatzes•uber kanonische Modelle. 2
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8 Thesen

Die in dieser Arb eit entwickelten semantischen Begri�e und Methoden stellen
lediglich den Beginn einer systematischen Aufarb eitung der Modelltheorie erst-
stu�ger Modallogik dar. Im folgendenseiendaherstichpunktartig Problemfelder
genannt, die sich auf nat•urliche Weise als Kandidaten f•ur ein weitergehendes
Studium der hier vorgestellten Semantik anbieten.

� Syn taktisc he Erw eiterungen Es ist die semantische Behandlung di-
verserSpracherweiterungen zu untersuchen. An erster Stelle stehenhier-
bei der Gebrauch von Individuenkonstanten unter Benutzung destermbin-
dendenLambda{Op erators (vergleiche Kapitel 3.2) sowie die Behandlung
bestimmter Kennzeichnungenin modalenKontexten. Dar•uber hinaussind
Erweiterungenauf speziellemodaleOperatoren,etwa den Aktualit •atsope-
rator zu untersuchen.

� Vergleic h mit anderen Mo dellk onzepten Es ist systematisch der
Zusammenhang zwischen klassischen Kripk e{Strukturen und den ver-
schiedenenvorgeschlagenenVerallgemeinerungender klassischen Seman-
tik zu untersuchen.

� Substitutionsprinzipien Es ist zu untersuchen, welche Substitutions-
prinzipien f•ur welche Logiken und welche Anwendungen ad•aquat sind.
Insbesonderesind diverse,unterschiedlich starke zweitstu�ge Substituti-
onsprinzipien zu unterscheiden.

� Individuen{Begri�e Der Individuenbegri�, welcher verallgemeiner-
ten Semantik en zugrunde liegt, ist n•aher zu analysieren.Insbesondereist
der Zusammenhangzur Au�assung, da� in modalen Kontexten Individu-
en mit Individuen{Konzepten identi�ziert werden m•ussen,zu kl•aren.

� Vollst •andigk eitstheorie Es sind die Begri�e der Frame{Vollst•andig-
keit, Kanonizit •at und modalen De�nierbark eit von Strukturen in erststu-
�gen Kontexten ausf•uhrlich zu untersuchen.

� An wendungen Schlie�lic h gilt es, die gr•ossere Allgemeinheit und
semantische Flexibilit •at verallgemeinerterSemantik en auch in Anwendun-
gen fruchtbar zu machen. Diesesind prim •ar in der Philosophie, der Lin-
guistik und der Informatik zu suchen. Stichworte w•aren etwa

"
Vagheit\

(vergleiche etwa [Parsons/Woodru� 1999]),
"
Quantifying in\ , Modellie-

rung nat•urlicher Sprache und Modellierungsversuche in der KI, welche
erststu�ge Modallogiken benutzen.
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