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Kapitel 1Einleitung
1.1 MotivationIn dieser Arbeit werden einige Beschreibungslogiken untersucht. Beschreibungslo-giken werden zur strukturierten Darstellung von Informationen aus einem Anwen-dungsbereich in Wissensrepr�asentationssystemen eingesetzt. Sie stammen ab vondem von Brachman entwickelten System KL-ONE [BS85]. Die Idee ist hier, da� manaus atomaren Konzepten (einstelligen Pr�adikaten) und Rollen (zweistelligen Rela-tionen) mit Hilfe von Konstruktoren komplexere Konzepte und Rollen aufbaut.Der gemeinsame Kern der in dieser Arbeit untersuchten Beschreibungslogiken ist dieLogikALC. In ALC de�niert man, ausgehend von atomaren Konzepten und atomarenRollen, komplexe Konzepte mit Hilfe der Konstruktoren Konjunktion (C uD), Dis-junktion (C tD), Negation (:C), Werterestriktion (8R:C) und Existenzrestriktion(9R:C). Dabei erlaubt man keine komplexen Rollen.Beispiel 1.1In den Beispielen dieses Abschnitts werden atomare Konzepte gro� und atomareRollen klein geschrieben.Der KonzepttermPerson uWeiblich u 9verheiratet mit:M�annlich u 9hat Kind:Personbeschreibt alle verheirateten Frauen, die Kinder haben. �Bei den in der vorliegenden Arbeit untersuchten Erweiterungen von ALC verwendetman Rollenterme, um komplexe Beziehungen zwischen Elementen zu beschreiben.Interessiert man sich f�ur die Frage, mit wie vielen Elementen ein Element in einerbestimmten Beziehung stehen darf bzw. mu�, so verwendet man Zahlenrestriktionen,um diese Bedingungen zu formulieren. 9



10 KAPITEL 1. EINLEITUNGBeispiel 1.2 (Beispiel 1.1 Fortsetzung)Frauen, die mindestens vier Enkel und keine Urenkel haben, beschreibt man durchden Konzeptterm Person u Weiblich u(� 4 hat Kind � hat Kind) u(� 0 hat Kind � hat Kind � hat Kind).Dabei wird die Anzahl ihrer Kinder nicht eingeschr�ankt. �Demgegen�uber verwendet man Role-Value-Maps, um f�ur ein Element zu beschrei-ben, welche Arten von Beziehungen zwischen ihm und anderen Elementen bestehenm�ussen bzw. nicht bestehen d�urfen.Beispiel 1.3 (Beispiel 1.1 Fortsetzung)Der Konzeptterm Person u Weiblich u 9hat Kind:Person u(hat Kind � hat Freund v kennt)verwendet Role-Value-Maps, um M�utter zu beschreiben, die alle Freunde ihrer Kin-der kennen und der Term9hat Mutter:Person u :(hat Lehrer v mag)verwendet negative Role-Value-Maps, um Kinder zu beschreiben, die nicht jedenihrer Lehrer m�ogen. �Mit Hilfe der Beschreibungslogiken lassen sich also Zusammenh�ange aus einem An-wendungsbereich durch geeignete Konzept- und Rollenterme repr�asentieren. Man istaber auch daran interessiert, konkrete Welten, d.h., konkrete Situationen im Anwen-dungsbereich, darzustellen. Dazu verwendet man sogenannte ABoxen. Eine ABox isteine endliche Menge von Assertionen. Eine Assertion steht f�ur eine Bedingung, diean ein Individuum gestellt wird.Beispiel 1.4 (Beispiel 1.1 Fortsetzung)Es sei folgende Menge fEmma, Fritz, Hans, Heinz, Anna, Susi, Rudig von Individuengegeben.Die folgende ABox beschreibt einen Auszug eines Familienstammbaums:A = f Emma verheiratet mit Fritz,Emma hat Kind Heinz,Emma hat Kind Hans,Emma hat Kind Anna,Hans hat Kind Susi,Heinz hat Kind Rudi,Emma : (� 3 hat Kind) u (� 7 hat Kind � hat Kind),Hans : (� 2 hat Kind);Heinz : (� 2 hat Kind);Anna : (� 0 hat kind) g



1.2. GRUNDLAGEN 11Die letzten vier Assertionen beschreiben die Bedingungen an die Anzahl von Kindernund Enkeln der Familienmitglieder. Oma Emma hat drei Kinder und wird keinemehr bekommen, 'verlangt' aber sieben Enkel. Die ABox A ist o�ensichtlich nichtwiderspr�uchlich, da Heinz die n�otige Anzahl Kinder haben kann. F�ugt man aber dieAssertion Heinz : (� 4 hat Kind) hinzu, so erh�alt man eine widerspr�uchliche ABox,da die drei Kinder von Emma zusammen h�ochstens sechs Enkel haben k�onnen. �Neben der Darstellung expliziten Wissens interessiert man sich auch daf�ur, implizitesWissen aus der Repr�asentation des expliziten Wissens zu gewinnen. Dazu verwendetman Schlu�folgerungsmechanismen und ist dabei nat�urlich insbesondere an e�ekti-ven Verfahren interessiert. Um nun festzustellen, ob es solche e�ektiven Verfahren�uberhaupt gibt, untersucht man, wie im Fall der klassischen Logik, spezielle Ent-scheidbarkeitsprobleme f�ur die betrachteten Beschreibungslogiken. Dazu z�ahlen dasErf�ullbarkeitsproblem, das Subsumtionsproblem und das Konsistenzproblem.Das Ziel dieser Arbeit besteht nun darin, zum einen das Konsistenzproblem f�ur einespezielle Beschreibungslogik mit Zahlenrestriktionen und zum anderen das Erf�ullbar-keits- und Subsumtionsproblem f�ur eine bestimmte Beschreibungslogik mit Role-Value-Maps zu untersuchen.1.2 GrundlagenIn diesem Abschnitt werden die grundlegenden De�nitionen und S�atze eingef�uhrt.De�nition 1.5 (Konzept- und Rollenterme: Syntax)Es seien NC und NR disjunkte Mengen von Konzept- und Rollennamen. Die Mengeder Konzeptterme und die Menge der Rollenterme ist induktiv de�niert:1. Jeder Konzeptname ist ein Konzeptterm und jeder Rollenname ist ein Rollen-term.2. Sind C1; C2 Konzeptterme, R1; R2 Rollenterme und n 2 IN, so sind� C1 u C2, C1 t C2, :C1� 8R1:C1, 9R1:C1� (� n R1), (� n R1)� R1 v R2Konzeptterme und� R1 �R2ist ein Rollenterm. �



12 KAPITEL 1. EINLEITUNGDie in den Kapiteln 2 und 3 untersuchten Sprachen werden die Verwendung einigerder hier angegebenen Konstruktoren noch einschr�anken bzw. ganz verbieten.Wie im Bereich der klassischen Logik de�niert man die Semantik der Beschreibungs-logiken mit Hilfe von Interpretationen. Eine Interpretation I besteht aus einem Inter-pretationsbereich �I und einer Interpretationsfunktion, die jedem Konzeptnamen Aeine Menge AI � �I und jedem Rollennamen R eine bin�are Relation RI � �I ��Izuweist. �Ahnlich wie im Fall der klassischen Logik wird die Interpretationsfunktionauf komplexe Konzepte und Rollen erweitert und eine Interpretation ist genau dannein Modell eines Konzeptes C, wenn CI 6= ; gilt.De�nition 1.6 (Konzept- und Rollenterme: Semantik)Eine Interpretation ist eine Struktur I, die aus einem nicht-leeren Interpretations-bereich �I und einer Interpretationsfunktion besteht, die� jedem A 2 NC eine Teilmenge AI von �I und� jedem R 2 NR eine bin�are Relation RI � �I ��Izuweist. Die Interpretationsfunktion wird auf Konzept- und Rollenterme wie folgterweitert:(C1 u C2)I := CI1 \ CI2(C1 t C2)I := CI1 [ CI2(:C1)I := �I n CI1(8R1:C1)I := fd 2 �I j 8e 2 �I : (d; e) 2 RI1 ) e 2 CI1g(9R1:C1)I := fd 2 �I j 9e 2 �I : (d; e) 2 RI1 ^ e 2 CI1g(� n R1)I := fd 2 �I j jRI1(d)j � ng(� n R1)I := fd 2 �I j jRI1(d)j � ng(R1 v R2)I := fd 2 �I j RI1(d) � RI2(d)g(R1 �R2)I := f(d; e) 2 �I ��I j 9d0 2 �I : (d; d0) 2 RI1 ^ (d0; e) 2 RI2gwobei RI(d) := fe 2 �I j (d; e) 2 RIg. Eine Interpretation I = (�I ; �I) ist Modelleines Konzeptterms C bzw. eines Rollenterms R, falls CI 6= ; bzw. RI 6= ;. EinElement a 2 �I mit a 2 CI hei�t Instanz von C. �Bei der Untersuchung des Erf�ullbarkeits- und Konsistenzproblems kann man sichauf Konzeptterme in Negationsnormalform (NNF) beschr�anken.Ein Konzeptterm ist in NNF, wenn keine der folgenden Regeln auf ihn anwendbarist: ::C �! C:(C uD) �! :C t :D:(C tD) �! :C u :D:(8R:C) �! 9R::C:(9R:C) �! 8R::C:(� n R) �! (� (n+ 1) R):(� n R) �! � (� (n� 1) R) ; n � 1A u :A ; n = 0; A 2 NC



1.2. GRUNDLAGEN 13O�ensichtlich liefern diese Regeln einen jeweils �aquivalenten Konzeptterm. Dabeihei�en zwei Konzeptterme C;D �aquivalent, falls f�ur jede Interpretation I = (�I ; �I)CI = DI gilt. Durch iterierte Anwendung der obigen Regeln erh�alt man also zujedem Konzeptterm C einen �aquivalenten Term C 0 in NNF.Bei der Formulierung der Algorithmen sowie den Beweisen zur Korrektheit, Vollst�an-digkeit und Terminierung ben�otigt man die folgenden Begri�e:De�nition 1.7Sei C ein Konzeptterm in NNF.jCju;t bezeichnet die und/oder-Gr�o�e von C und steht f�ur die Anzahl von Konjunk-tions- und Disjunktionskonstruktoren in C.Sub(C) steht f�ur die Menge der Unterkonzepte von C und ist induktiv de�niertdurch: C 2 Sub(C)C1 u C2 2 Sub(C) ) C1; C2 2 Sub(C)C1 t C2 2 Sub(C) ) C1; C2 2 Sub(C):C1 2 Sub(C) ) C1 2 Sub(C)8R:C1 2 Sub(C) ) C1 2 Sub(C)9R:C1 2 Sub(C) ) C1 2 Sub(C)Mit depth(C) bezeichnet man die maximale Rollentiefe von C. Diese ist induktivde�niert durch:depth(A) := depth(:A) := 0;depth(C1 u C2) := depth(C1 t C2) := maxfdepth(C1); depth(C2)g;depth(8R1:C1) := depth(9R1:C1) := 1 + depth(C1);depth(� n R1�: : :�Rm) := depth(� n R1�: : :�Rm) := m;depth(R1 � � � � �Rm v S1 � � � � � Sm) := m;wobei A 2 NC und Ri; Sj Rollennamen sind. �Beachte: F�ur Role-Value-Maps (R v S) mit Rollentermen unterschiedlicher L�angeist die maximale Rollentiefe nicht de�niert. Die Beschreibungslogik, f�ur die in Kapitel3 das Erf�ullbarkeitsproblem untersucht wird, erlaubt aber nur Role-Value-Maps mitRollentermen gleicher L�ange, so da� obige De�nition ausreichend ist.Unter bestimmten Voraussetzungen l�a�t sich das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur Kon-zepte auf das Konsistenzproblem f�ur ABoxen reduzieren (siehe De�nition 1.10 undTheorem 1.11). Mit den in den Kapiteln 2 und 3 vorgestellten Algorithmen soll dieKonsistenz von ABoxen entschieden werden.De�nition 1.8 (ABox)Es sei NI eine endliche Menge von Individuen und � = fx0; x1; x2; : : : g eine abz�ahl-bar unendliche Menge von Variablen.



14 KAPITEL 1. EINLEITUNGEine Assertion ist von der Form� x : C (Konzeptassertion),� x 6= y (Ungleichheitsassertion),� xRy (Rollenassertion),� :(xRy) (negative Rollenassertion),wobei x; y 2 NI [ � , C ein Konzeptterm, R ein Rollenname und R ein Rollentermist.Eine ABox A ist eine nicht-leere, endliche Menge von Assertionen.F�ur eine ABox A bezeichnet �A die Menge der in A auftretenden Individuen undVariablen.F�ur eine ABox A, Elemente x; y 2 �A und einen Rollenterm R = R1� : : :�Rn mitRollennamen R1; : : : ; Rn 2 NR ist y R-Nachfolger von x bzw. x R-Vorfahre von yin A, wenn Elemente x0; : : : ; xn 2 �A existieren mit� x0 = x; xn = y und� fxiRi+1xi+1 j 0 � i < ng � A.Man schreibt dann kurz y 2 R(x) in A.F�ur eine ABox A beschreibt A[x=y] die ABox, die aus A entsteht, wenn alle Vor-kommen von x in A durch y ersetzt werden.F�ur die Menge der Individuen wird im allgemeinen die Unique Name Assumption(UNA) angenommen. Diese fordert, da� zwei verschiedene Individuen auch stets ver-schieden interpretiert werden. Mit Hilfe der Ungleichheitsassertionen wird die UNAin der ABox A explizit gemacht, d.h., sollen zwei Elemente x; y 2 �A verschiedeninterpretiert werden, so enth�alt A die Assertion x 6= y. Diese Assertionen sind sym-metrisch, d.h., ist x 6= y 2 A, so wird auch y 6= x 2 A angenommen. Zwei Elementex; y werden in A unterschieden, falls x 6= y 2 A gilt. Eine verallgemeinerte ABoxA ist eine ABox, die f�ur je zwei Individuen a; b 2 NI eine Ungleichheitsassertiona 6= b und nur Konzeptassertionen x : C enth�alt, die nur Konzeptterme C in NNFenthalten.Eine ABox A enth�alt einen clash genau dann, wenn einer der folgenden F�alle zutri�t:� fx : A; x : :Ag � A f�ur ein x 2 �A und ein A 2 NC,� x : (� nR) 2 A und x hat l > n R-Nachfolger x1; : : : ; xl in A mitfxi 6= xj j 1 � i < j � lg � A,� :(xRy) 2 A und y ist R-Nachfolger von x in A,



1.2. GRUNDLAGEN 15� x 6= x 2 A.Enth�alt A einen clash, so hei�t A geschlossen, sonst o�en.Eine Interpretation I = (�I ; �I) ist Modell der ABox A, falls I die Elemente aus �Aso interpretiert, da� I jede Assertion aus A erf�ullt, d.h.,(xI ; yI) 2 RI f�ur alle xRy 2 A;xI 6= yI f�ur alle x 6= y 2 A;xI 2 CI f�ur alle x : C 2 A;(xI ; yI) 62 RI f�ur alle :(xRy) 2 A:Eine ABoxA ist konsistent genau dann, wenn ein Modell vonA existiert. Andernfallsist A inkonsistent. �Bemerkung 1.9Zu jeder ABox A erh�alt man eine verallgemeinerte ABox A0 wie folgt:Man ersetzt jede Konzeptassertion x : C 2 A durch x : Ĉ, wobei Ĉ der zu C �aqui-valente Konzeptterm in NNF sei. Â bezeichne die so erhaltene ABox. Dann de�niertman A0 durch A0 := Â [ fa 6= b j a; b 2 NI; a; b verschiedeng:Unter Ber�ucksichtigung der UNA gilt dann o�ensichtlich f�ur jede Interpretation I:I ist genau dann Modell von A, wenn I Modell von A0 ist. �Es folgt eine �Ubersicht �uber die wichtigsten Entscheidbarkeitsprobleme f�ur Beschrei-bungslogiken und ihre Zusammenh�ange.De�nition 1.10 (Entscheidbarkeitsprobleme)1. Das Erf�ullbarkeitsproblem:Gegeben: ein Konzeptterm CFrage: Ist C erf�ullbar, d.h., existiert eine Interpretation I mit CI 6= ;?2. Das Subsumtionsproblem:Gegeben: zwei Konzeptterme C;DFrage: Wird C von D subsumiert, i.Z. C v D, d.h., gilt f�ur alle Interpretatio-nen I die Inklusion CI � DI?3. Das Konsistenzproblem:Gegeben: eine ABox AFrage: Ist A konsistent, d.h., existiert eine Interpretation I, die Modell von Aist? �Der folgende Satz formuliert die Zusammenh�ange zwischen diesen Problemen.



16 KAPITEL 1. EINLEITUNGTheorem 1.11Seien C;D Konzeptterme. Dann gilt:1. C ist erf�ullbar genau dann, wenn fx0 : Cg konsistent ist.2. C v D genau dann, wenn C u :D unerf�ullbar ist.3. C ist unerf�ullbar genau dann, wenn C v A u :A f�ur ein A 2 NC. �yBemerkung 1.12Der Beweis von Theorem 1.11 ist trivial und es folgt o�ensichtlich:1. Ist eine Sprache abgeschlossen unter Negation, so l�a�t sich das Subsumtions-problem auf das Erf�ullbarkeitsproblem reduzieren. Man ist deshalb daran in-teressiert, da� die untersuchten Sprachen unter Negation abgeschlossen sind.2. Ist f�ur eine Sprache das Konsistenzproblem entscheidbar, so ist auch das Erf�ull-barkeitsproblem f�ur diese Sprache entscheidbar. Insbesondere l�a�t sich einKonsistenzalgorithmus leicht als Erf�ullbarkeitsalgorithmus nutzen. Umgekehrtist dies im allgemeinen nicht so leicht m�oglich, wie man in Kapitel 2 sehen wird.�Es folgt die formale De�nition der in den folgenden Kapiteln untersuchten Sprachen.De�nition 1.13 (ALCN , ALCN (�), ALC + (v), ALC + (vn))Seien NC eine Menge von Konzeptnamen und NR eine Menge von Rollennamen.Die Menge der ALCN (�)-Konzepte enth�alt alle Konzepte, die aufgebaut sind �uberNC und NR unter Verwendung der Konstruktoren� Konjunktion (C uD),� Disjunktion (C tD),� Negation (:C),� Werterestriktion (8R:C),� Existenzrestriktion (9R:C) und� Zahlenrestriktion �(� n R); (� n R)�,wobei in Konzepten der Form 8R:C und 9R:C nur Rollennamen zugelassen sind.Die Menge der ALCN -Konzepte enth�alt genau die ALCN (�)-Konzepte, die auch inden Zahlenrestriktionen nur Rollennamen enthalten, d.h., f�ur Teilkonzepte der Form(� nR) und (� nR) gilt stets R 2 NR.Die Menge der ALC + (v)-Konzepte enth�alt alle Konzeptterme, die �uber NC, NRund den Konstruktoren



1.2. GRUNDLAGEN 17� Konjunktion (C uD),� Disjunktion (C tD),� Negation (:C),� Werterestriktion (8R:C),� Existenzrestriktion (9R:C) und� Role-Value-Maps (R v S)aufgebaut sind. Dabei d�urfen Werte- und Existenzrestriktionen wie bei ALCN (�)nur Rollennamen enthalten, in den Role-Value-Maps d�urfen komplexe Rollentermeauftreten.Die Menge der ALC + (vn)-Konzepte enth�alt genau die ALC + (v)-Konzepte, dienur Role-Value-Maps enthalten, die Rollenterme gleicher L�ange enthalten, d.h., diedie Form (R1�: : :�Rn v S1�: : :�Sn) f�ur ein n 2 IN und Rollennamen Ri; Si 2 NRhaben. �In den Beweisen der Entscheidbarkeitsresultate st�utzt man sich unter anderem auffolgende, m�ogliche Eigenschaften einer Beschreibungslogik ab.De�nition 1.14 (Eigenschaften)Eine Beschreibungslogik hat dieEndliche-Modell-Eigenschaft, falls ein Konzept C genau dann erf�ullbar ist, wennein endliches Modell von C existiert,Baummodell-Eigenschaft, falls zu jedem erf�ullbaren Konzept C auch ein Baum-modell existiert,Levelstruktur-Eigenschaft, falls zu jedem erf�ullbaren Konzept C auch einModellmit Levelstruktur existiert.Ein Baummodell von C ist eine Interpretation I, f�ur die gilt:1. die Elemente aus �I bilden einen Baum, d.h., es gibt eine Wurzel a0 2 �I ,die Instanz von C ist, so da� zu jedem a 2 �I genau ein Pfad von a0 nach ain I existiert;2. a0 hat keinen Vorg�anger, d.h., es ex. kein b 2 �I soda� (b; a0) 2 RI f�ur einR 2 NR;3. jedes andere Element a 2 �I hat genau einen Rollenvorg�anger, d.h., es ex.genau ein R 2 NR und genau ein b 2 �I mit (b; a) 2 RI .



18 KAPITEL 1. EINLEITUNGEin Modell mit Levelstruktur von C ist eine Interpretation I, f�ur die gilt:1. es gibt ein a0 2 �I , das Instanz von C ist, so da� zu jedem a 2 �I ein Pfadvon a0 nach a existiert;2. a0 hat keinen Vorg�anger;3. zu jedem anderen Element a 2 �I existiert ein m 2 IN, so da� jeder Pfad vona0 nach a in I die L�ange m hat.Es existiert ein Pfad von a0 nach am in I, falls es Elemente a1; : : : ; am�1 2 �I undRollennamen R1; : : : ; Rm gibt mit (ai�1; ai) 2 RIi f�ur 1 � i � m. �Bemerkung 1.15Aus der De�nition der Baummodell- bzw. Levelstruktur-Eigenschaft in De�nition1.14 folgt o�ensichtlich, da� jede Beschreibungslogik, die die Baummodell-Eigenschafthat, auch die Levelstruktur-Eigenschaft hat. Die Umkehrung gilt nicht. In 2.1 wirdman sehen, da� ALCN (�) die Levelstruktur- aber nicht die Baummodell-Eigenschafthat. �In [BS96] wird bewiesen, da� das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur ALCN (�) entscheidbarist. Aus den Ergebnissen in [Sch89] folgt, da� Erf�ullbarkeit f�ur ALC + (v) unent-scheidbar ist. Im Beweis des Entscheidbarkeitsresultats nutzt man aus, da�ALCN (�)die Levelstruktur-Eigenschaft besitzt und im Beweis zur Unentscheidbarkeit desErf�ullbarkeitsproblems f�ur ALC + (v) nutzt man aus, da� ALC + (v) nicht dieseEigenschaft hat. Das Fragment ALC + (vn) hat aber die Levelstruktur-Eigenschaft.Dies motiviert die Untersuchung des Erf�ullbarkeitsproblems f�ur ALC + (vn) in Ka-pitel 3. In Kapitel 2 wird das Konsistenzproblem f�ur ALCN (�) untersucht.



Kapitel 2Die Sprache ALCN (�)
Mit Hilfe von Zahlenrestriktionen kann die Zahl von R-Nachfolgern f�ur ein Indi-viduum beschr�ankt werden. Dabei ist f�ur die Beschreibungslogik ALCN (�) R vonder Form R1�: : :�Rn f�ur ein n � 1 und Rollennamen Ri 2 NR. Also k�onnen auchBedingungen an die Anzahl der Nachfolger, die mit Rollenketten der L�ange n > 1mit einem Element verbunden sind, formuliert werden.Im Abschnitt 2.1 wird ein regelbasiertes Verfahren aus [BS96] angegeben, das Erf�ull-barkeit f�ur ALCN (�) entscheidet. Die Idee besteht darin, zu einem erf�ullbaren Kon-zept C ein kanonisches Modell durch iteriertes Anwenden sogenannter Vervollst�andi-gungsregeln zu erzeugen.Leider ist mit diesem Verfahren das Konsistenzproblem f�urALCN (�) nicht entscheid-bar, da eine iterierte Regelanwendung auf beliebigeALCN (�)-ABoxen im allgemeinennicht terminiert. Allerdings l�a�t sich f�ur das Fragment ALCN durch Angabe einereinfachen Strategie zur Steuerung der Regelanwendung der Algorithmus so erwei-tern, da� er das Konsistenzproblem f�ur beliebige ALCN -ABoxen entscheidet. AufGrund der Komposition von Rollentermen in Zahlenrestriktionen ist ein entspre-chender Erweiterungsschritt f�ur ALCN (�) aber wesentlich aufwendiger.Ein Grund f�ur die zus�atzlichen Probleme, die sich bei der Untersuchung vonALCN (�)-ABoxen ergeben, liegt darin, da� ALCN die Baummodell-Eigenschaft hat, ALCN (�)aber nicht mehr. Das ALCN (�)-KonzeptC = (� 2R) u (8R:9S:A) u (� 1R � S)ist o�ensichtlich erf�ullbar, hat aber kein Baummodell, da in einem Modell von Cmindestens zwei S-Vorfahren zu einem (R � S)-Nachfolger der Wurzel x0 existieren.Allerdings hat ALCN (�) noch die Levelstruktur-Eigenschaft, was sich zum einenim Terminierungsbeweis zum Erf�ullbarkeitsalgorithmus und zum anderen auch f�ureinige Aussagen zum Konsistenzproblem nutzen l�a�t.19



20 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)Erf�ullbarkeitsalgorithmus f�ur ALCN (�):Eingabe: Ein ALCN (�)-Konzept CDatenstruktur: Ein mit ALCN (�)-ABoxen beschrifteter Baum.1. Schritt: Generiere einen Baum, der nur aus einer Wurzel besteht,die mit fx0 : C0g beschriftet ist, wobei C0 das zu C �aqui-valente ALCN (�)-Konzept in NNF und x0 eine Variable sei.2. Schritt: Wende solange wie m�oglich Regeln auf Blattbeschriftungenan, die o�en sind. Sind alle Blattbeschriftungen vollst�andig,so terminiere.Ausgabe: "C ist erf�ullbar" , falls eine vollst�andige, o�eneABox im Baum existiert"C ist unerf�ullbar", sonstAbbildung 2.1: Erf�ullbarkeitsalgorithmus f�ur ALCN (�)2.1 Das Erf�ullbarkeitsproblemIn diesem Abschnitt wird zun�achst der Beweis aus [BS96], da� das Erf�ullbarkeits-problem f�ur ALCN (�) entscheidbar ist, skizziert. Die Hilfsaussagen in Lemma 2.2werden in Abschnitt 2.2 bei der Untersuchung des Konsistenzproblems f�ur ALCN (�)bewiesen. Einige Aspekte werden bei der Betrachtung des Erf�ullbarkeitsproblemsf�ur ALC + (vn) wiederverwendet.Theorem 2.1Das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur ALCN (�) ist entscheidbar, d.h., f�ur ein gegebenesALCN (�)-Konzept C ist es entscheidbar, ob eine Interpretation I existiert mitCI 6= ;. �yZum Beweis von Theorem 2.1:Man formuliert ein regelbasiertes Verfahren, das f�ur ein ALCN (�) -Konzept C ent-scheidet, ob es erf�ullbar ist oder nicht. Der Algorithmus ist in Abbildung 2.1 dar-gestellt und Abbildung 2.2 f�uhrt die Vervollst�andigungsregeln ein, die im Algorith-mus verwendet werden. Da� dieser Algorithmus zusammen mit diesen Vervollst�andi-gungsregeln das Gew�unschte leistet, folgt aus den Aussagen in Lemma 2.2.Zun�achst noch einige Notationen:Eine ABox A hei�t vollst�andig, wenn A geschlossen ist oder keine der Vervollst�andi-gungsregeln mehr auf A anwendbar ist. Der durch den Algorithmus generierte Baumwird als Vervollst�andigungsbaum bezeichnet.Man bezeichnet �!8; �!u; �!t als propagierende Regeln, �!� als identi�zieren-de Regel und �!9; �!� als generierende Regeln.
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1. Konjunktion:Sei x : (C1 u C2) 2 A und x : C1 62 A oder x : C2 62 A, dannA �!u A [ fx : C1; x : C2g2. Disjunktion:Sei x : (C1 t C2) 2 A und x : C1 62 A und x : C2 62 A, dannA �!t A1 = A [ fx : C1gA �!t A2 = A [ fx : C2g3. Werterestriktion:Sei x : (8R:C) 2 A f�ur ein R 2 NR; xRy 2 A und y : C 62 A, dannA �!8 A [ fy : Cg4. Existenzrestriktion:Sei x : (9R:C) 2 A f�ur ein R 2 NR und es gibt kein y mit xRy 2 Aund y : C 2 A, dannA �!9 A [ fxRz; z : Cgf�ur eine neue Variable z 2 � n �A5. Zahlenrestriktion:Sei x : (� n R1�: : :�Rm) 2 A f�ur Rollennamen R1; : : : ; Rm und x hatweniger als n (R1�: : :�Rm)-Nachfolger in A, dannA �!� A [ fxR1y1; y1R2y2; : : : ; ym�1Rmymg[ fym 6= z j z 2 (R1�: : :�Rm)(x) in Agf�ur neue Variablen y1; : : : ; ym aus � n �A6. Zahlenrestriktion:Sei x : (� n R1 � : : :�Rm) 2 A, x hat mehr als n (R1 � : : :�Rm)-Nachfolger in A, und es gibt (R1�: : :�Rm)-Nachfolger y1; y2 von x inA mit (y1 6= y2) 62 A, dannA �!� Ay1;y2 = A[y2=y1]f�ur alle Paare y1; y2 von (R1� : : :�Rm)-Nachfolgern von x mit (y1 6=y2) 62 AAbbildung 2.2: Vervollst�andigungsregeln f�ur ALCN (�)



22 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)Lemma 2.2Sei C0 ein ALCN (�)-Konzept in NNF und A eine ABox, die mit den Vervollst�andi-gungsregeln aus fx0 : C0g abgeleitet wurde. Dann gilt:1. F�ur jede Regel �!, die auf A anwendbar ist, gilt: A ist genau dann konsistent,wenn ein A0 existiert mit A �! A0 und A0 ist konsistent.2. Ist A eine vollst�andige, o�ene ABox, so ist A konsistent.3. Ist A geschlossen, so ist A inkonsistent.4. Der Vervollst�andigungsalgorithmus 2.1 terminiert stets bei Eingabe einesALCN (�)-Konzeptes C. �yMit den Aussagen des Lemmas l�a�t sich Theorem 2.1 leicht beweisen:Aus Punkt (4) folgt, da� nach endlich vielen Schritten ein Baum generiert wird, des-sen Bl�atter alle mit vollst�andigen ABoxen beschriftet sind. Falls C0 erf�ullbar ist, istauch fx0 : C0g konsistent und wegen Punkt (1) auch mindestens eine Blattbeschrif-tung. Wegen Punkt (3) ist diese ABox o�en, der Algorithmus gibt "C ist erf�ullbar"aus. Existiert umgekehrt eine vollst�andige, o�ene ABox A im Baum, so folgt mit(2), da� ein Modell I von A existiert. Wegen x0 : C0 2 A gilt xI0 2 CI0 . Also ist C0und damit auch C erf�ullbar. �Bemerkung 2.3 (zu Punkt (4) von Lemma 2.2)Aus der De�nition der Vervollst�andigungsregeln in Abbildung 2.2 ergeben sich leichtzwei Folgerungen f�ur die ABoxen A, die aus A0 = fx0 : C0g mit diesen Regelnabgeleitet werden:1. Jede Variable x 2 �A, x 6= x0, ist ein (R1 � : : :�Rm)-Nachfolger von x0 f�ureine Rollenkette der L�ange m � 1 und jede andere Rollenkette, die x0 und xverbindet, hat ebenfalls L�ange m.2. Ist x von x0 aus �uber eine Rollenkette der L�ange m erreichbar, so gilt f�urjede Assertion x : C in A, da� C maximal Rollentiefe m0 �m hat mit m0 =depth(C0). Damit ist m beschr�ankt durch m0.Der erste Punkt besagt, da� jede Variable x 2 �A einen eindeutigen Level level(x)besitzt. Aus dem zweiten Punkt folgt, da� dieser Level stets zwischen 0 undm0 liegt.Im Beweis von Punkt (4) aus Lemma 2.2 in [BS96] nutzt man diese Eigenschaft wiefolgt aus: Man de�niert eine Abbildung �, die jede ABox A auf ein 5(m0+1)-Tupel�uber IN abbildet und zeigt f�ur jede Regel �! aus Abbildung 2.2, da� gilt:A �! A0 =) �(A) � �(A0);



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 23Konsistenzalgorithmus f�ur ALCN (�):Eingabe: Eine ALCN (�)-ABox ÂDatenstruktur: Ein mit ALCN (�)-ABoxen beschrifteter Baum.1. Schritt: Generiere einen Baum, der nur aus einer Wurzel besteht,die mit A0 beschriftet ist, wobei A0 die verallgemeinerteABox zu Â sei.2. Schritt: Wende solange wie m�oglich Regeln auf Blattbeschriftungenan, die mit o�enen ABoxen beschriftet sind. Sind alle Blatt-beschriftungen geschlossen oder vollst�andig, so terminiere.Ausgabe: "Â ist konsistent" , falls eine o�ene und vollst�andigeABox im Baum existiert,"Â ist inkonsistent", sonstAbbildung 2.3: Konsistenzalgorithmus f�ur ALCN (�)wobei � die lexikographische Ordnung auf IN5(m0+1) bezeichnet. Mit dieser Behaup-tung folgt dann aus der Annahme einer unendlichen Folge von Regelanwendungeno�ensichtlich ein Widerspruch zur Wohlfundiertheit der lexikographischen Ordnung� auf IN5(m0+1). �Dies schlie�t die Beweisskizze zu Theorem 2.1 ab. Der Beweis von Lemma 2.2 ergibtsich auch aus den Beweisen im folgenden Abschnitt 2.2.2.2 Das KonsistenzproblemDas Konsistenzproblem ist f�ur ALC sowie verschiedene Erweiterungen von ALC ent-scheidbar [BBH94],[BHs91],[Hol94]. Zum Beweis wird jeweils ein regelbasiertes Ver-fahren angegeben, da� f�ur eine gegebene ABox entscheidet, ob sie konsistent ist odernicht. Die verschiedenen Arbeiten verwenden dabei unterschiedliche Techniken f�urdiese Algorithmen und auch unterschiedliche Vorgehensweisen zum Beweis, da� siedas Gew�unschte leisten. Eine M�oglichkeit besteht z.B. darin, ausgehend von einemAlgorithmus, der Erf�ullbarkeit f�ur ein Konzept entscheidet, ein Verfahren zu ent-wickeln, da� diesen Erf�ullbarkeitsalgorithmus erweitert, um das Konsistenzproblemzu entscheiden. Im folgenden wird nun zun�achst mit diesem Ansatz die Entscheid-barkeit des Konsistenzproblems f�ur ALCN (�) untersucht.Die prinzipielle Idee besteht darin, den Vervollst�andigungsalgorithmus aus Abbil-dung 2.3 sowie die Regeln aus Abbildung 2.2 wiederzuverwenden, wobei man statteines ALCN (�)-Konzeptes C eine ALCN (�)-ABox als Eingabe erh�alt.Um mit diesem Algorithmus das Konsistenzproblem f�ur ALCN (�) entscheiden zuk�onnen, m�u�te man wiederum die vier Punkte aus Lemma 2.2 zeigen. Die Punkte(1), (2) und (3) aus Lemma 2.2 lassen sich leicht �ubertragen.



24 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)2.2.1 Zur Korrektheit und Vollst�andigkeit des AlgorithmusLemma 2.4Sei A0 eine verallgemeinerte ALCN (�)-ABox und A eine ABox, die mit den Ver-vollst�andigungsregeln aus A0 abgeleitet wurde. Dann gilt:1. F�ur jede Regel �!, die auf A anwendbar ist, gilt: A ist genau dann konsistent,wenn ein A0 existiert mit A �! A0 und A0 ist konsistent.2. Ist A eine vollst�andige, o�ene ABox, so ist A konsistent.3. Ist A geschlossen, so ist A inkonsistent. �yBeweis:Man geht im folgenden davon aus, da� nur verallgemeinerte ABoxen betrachtetwerden, die mit den Vervollst�andigungsregeln in Abbildung 2.2 aus A0 abgeleitetwurden.Beweis zu Punkt (1) von Lemma 2.4:Auf A sei eine Regel �! anwendbar. Man zeigt nun die Behauptung durch eineFallunterscheidung �uber die Regeln.� Konjunktion: A �!u A0:Wegen A � A0 ist jedes Modell I von A0 auch Modell zu A.Umgekehrt: Sei I Modell von A und �!u wurde auf x : C1 uC2 angewendet.Dann ist I auch Modell von A0 = A [ fx : C1; x : C2g, denn es gilt xI 2(C1 u C2)I , also xI 2 CI1 und xI 2 CI2 . Damit erf�ullt I jede Assertion aus A0.� Disjunktion: A �!t A0:Wegen A � A0 ist jedes Modell I von A0 auch Modell zu A.Umgekehrt: Sei I Modell von A und �!t wurde auf x : C1 tC2 angewendet.Dann ist I auch Modell von A1 = A[fa : C1g oder A2 = A[fa : C2g, dennI erf�ullt a : C1 t C2 und damit gilt xI 2 CI1 oder xI 2 CI2 . Damit erf�ullt Ijede Assertion aus A1 oder A2.� Werterestriktion: A �!8 A0:Wegen A � A0 ist jedes Modell I von A0 auch Modell zu A.Umgekehrt: Sei I Modell von A und �!8 wurde auf xRy; y : 8R:C angewen-det. I ist auch Modell von A0 = A [ fy : Cg, denn wegen (xI ; yI) 2 RI undxI 2 (8R:C)I gilt yI 2 CI , also erf�ullt I jede Assertion aus A0.� Existenzrestriktion: A �!9 A0:Wegen A � A0 ist jedes Modell I von A0 auch Modell zu A.Umgekehrt: Sei I Modell von A und �!9 wurde auf x : 9R:C angewendet.



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 25Dann l�a�t sich I zu einem Modell I 0 von A0 = A[fxRy; y : Cg f�ur eine neueVariable y 2 � n �A erweitern, denn:Da I Modell zu A ist, existiert ein d 2 �I mit (xI ; d) 2 RI und d 2 CI . Dannsei I 0 wie I de�niert, wobei die Interpretationsfunktion um yI0 := d erweitertwird. Damit ist I 0 Modell von A0.� Zahlenrestriktion: A �!� A0:Wegen A � A0 ist jedes Modell I von A0 auch Modell zu A.Umgekehrt: Sei I Modell von A und �!� wurde auf x : (� nR1�: : :�Rm) 2 Aangewendet und es seiA0 = A [ fxR1y1; y1R2y2; �A; ym�1Rmymg[ fym 6= z j z 2 (R1�: : :�Rm)(x) in Agf�ur neue Variablen y1; : : : ; ym 2 � n �A. Dann l�a�t sich I zu einem Modell I 0von A0 erweitern, denn:Da I Modell von A ist, hat xI in �I mindestens n verschiedene (R1�: : :�Rm)-Nachfolger. Da aber �!� auf x : (� nR1�: : :�Rm) anwendbar ist, existierenweniger als n paarweise unterschiedene (R1�: : :�Rm)-Nachfolger von x in A.Also existiert ein dm 2 �I mit yI 6= dm f�ur alle (R1�: : :�Rm)-Nachfolger y vonx in A. Au�erdem existieren d1; � � � ; dm�1 2 �I mit (xI ; d1) 2 RI1; (d1; d2) 2RI2; : : : ; (dm�1; dm) 2 Rm. Dann sei I 0 wie I de�niert, wobei die Interpretati-onsfunktion um yI0i := di f�ur 1 � i � m erweitert wird.� Zahlenrestriktion: A �!� A0:�!� sei auf x : (� nR1� : : :�Rm) 2 A anwendbar, d.h., es existieren l > n(R1�: : :�Rm)-Nachfolger y1; : : : ; yl von x in A und es sei Aij = A[yi=yj]. Zueinem Modell I von Aij de�niert man ein Modell I 0 von A, indem man yi wieyj interpretiert, d.h., yI0i := yIj . Dann ist I 0 o�ensichtlich ein Modell von A.Sei umgekehrt I ein Modell von A, so ist I auch Modell f�ur ein Aij, denn: Da�!� auf x : (� nR1�: : :�Rm) anwendbar ist, existieren mehr als n (R1�: : :�Rm)-Nachfolger von x in A. Darunter be�nden sich mindestens zwei Elementey1; y2 2 �A mit y1 6= y2 62 A und yI1 = yI2, sonst w�are I kein Modell von A.Dann ist A12 aus A mit �!� ableitbar und I ist Modell von A12. �Beweis zu Punkt (2) von Lemma 2.4:Man de�niert zu einer o�enen und vollst�andigen ABox A die kanonische Interpre-tation IA wie folgt:� �IA ist die Menge �A der in A vorkommenden Individuen und Variablen,xIA = x f�ur alle x 2 �A,� RIA := f(x; y) j xRy 2 Ag� AIA := fx j x : A 2 Ag



26 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)Behauptung: IA ist Modell von A.Zum Beweis der Behauptung ist zu zeigen, da� IA jede Assertion aus A erf�ullt.� Rollenassertionen: xRy 2 APer def. gilt (x; y) 2 RIA.� Ungleichheitsassertionen: x 6= yDa A o�en ist, sind x und y verschieden, also gilt x 6= y.� Konzeptassertionen: x : CHier zeigt man durch Induktion �uber den Aufbau von Konzepttermen, da�xIA 2 CIA gilt.{ x : A 2 A f�ur einen Konzeptnamen A 2 NCPer def. gilt x 2 AIA.{ x : :A 2 A f�ur einen Konzeptnamen A 2 NCDaA o�en ist, gilt x : A 62 A. Per def. ist dann x 62 AIA , d.h., x 2 (:A)IA .Beachte: Nach Voraussetzung ist A0 eine verallgemeinerte ABox und Aaus A0 mit den Vervollst�andigungsregeln abgeleitet. Daher enthalten al-le Konzeptassertionen x : C aus A nur Konzeptterme C in NNF, d.h.,Negation tritt nur unmittelbar vor Konzeptnamen auf.{ x : C1 u C2 2 ADa A vollst�andig ist, ist die u-Regel nicht auf A anwendbar, d.h., es giltfx : C1; x : C2g � A. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann x 2 CIA1und x 2 CIA2 , also x 2 (C1 u C2)IA.{ x : C1 t C2 2 AAnalog zur Konjunktion folgt x 2 (C1 t C2)IA.{ x : 9R:C 2 ADa A vollst�andig ist, existiert ein y 2 �A mit fxRy; y : Cg � A. AusxRy 2 A folgt (x; y) 2 RIA und aus y : C 2 A folgt mit der Induktions-voraussetzung y 2 CIA , also x 2 (9R:C)IA .{ x : 8R:C 2 ASei (x; y) 2 RIA beliebig. Nach De�nition von RIA folgt xRy 2 A. Da Avollst�andig ist, ist die 8-Regel nicht auf fx : 8R:C; xRyg � A anwendbar,d.h., es ist y : C 2 A. Aus y : C 2 A folgt mit der Induktionsvorausset-zung y 2 CIA. Da y mit (x; y) 2 RIA beliebig gew�ahlt war, folgt alsox 2 (8R:C)IA .{ x : (� nR1�: : :�Rm) 2 ADa A vollst�andig ist, existieren mindestens n verschiedene R1�: : :�Rm-Nachfolger von x in A mit fyi 6= yj j 1 � i < j � ng � A. Damit sind(x; yi) 2 (R1�: : :�Rm)IA f�ur 1 � i � n, alsox 2 (� nR1�: : :�Rm)IA .



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 27{ x : (� nR1�: : :�Rm) 2 AAngenommen, es gibt n+1 verschiedene (R1�: : :�Rm)-Nachfolger y1; : : : ;yn+1 von x in �IA . Dann sind die yi auch (R1�: : :�Rm)-Nachfolger von x inA. Da A vollst�andig ist, ist die �-Regel nicht anwendbar, d.h., A enth�altdie Assertionen yi 6= yj f�ur 1 � i < j � n + 1. Damit enth�alt A abereinen clash, im Widerspruch zur Voraussetzung, da� A o�en ist. Also hatx h�ochstens n (R1�: : :�Rm)-Nachfolger, und es folgt x 2 (� nR1�: : :�Rm)IA.�Beweis zu Punkt (3) von Lemma 2.4:Dieser Punkt ist trivial: enth�alt eine ABox A einen clash, so kann es o�ensichtlichkeine Interpretation geben, die jede Assertion aus A erf�ullt. �Bemerkung 2.5Im Falle des Erf�ullbarkeitsalgorithmus aus Abbildung 2.1 kann man im Beweis vonLemma 2.2 o�ensichtlich von speziellen ABoxen A0 ausgehen. Diese sind stets vonder Form fx0 : C0g f�ur ein ALCN (�)-Konzept C0 und eine Variable x0. Also liefertder Beweis von Lemma 2.4 auch einen Beweis der Punkte (1); (2) und (3) von Lemma2.2. �Es fehlt noch der Nachweis der Terminierung f�ur den Algorithmus aus Abbildung2.3 bei Eingabe einer beliebigen ALCN (�)-ABox Â.2.2.2 Zur Terminierung des AlgorithmusMit Bemerkung 2.3 folgt, da� jede ABox A, die mit den Regeln in Abbildung 2.2aus einer ABox A0 = fx0 : C0g abgeleitet wurde, eine Levelstruktur besitzt, wobeix0 die Wurzel bildet und jedes x 2 �A einen eindeutigen Level level(x) besitzt.Im Falle des Konsistenzalgorithmus besitzen die abgeleiteten ABoxen im allgemeinenkeine Levelstruktur mehr, da in einer ALCN (�)-ABox mehrere Individuen auftretenk�onnen, so da� keine eindeutige Wurzel existiert. Au�erdem kann es zwischen zweiIndividuen Pfade unterschiedlicher L�ange geben. Folglich l�a�t sich der in Bemerkung2.3 skizzierte Terminierungsbeweis aus [BS96] nicht auf den Konsistenzalgorithmus�ubertragen.Das folgende Beispiel zeigt sogar, da� Terminierung bei einer ungesteuerten Anwen-dung der Vervollst�andigungsregeln auf ALCN - und damit auch ALCN (�)-ABoxennicht gegeben ist.Beispiel 2.6Gegeben sei folgende verallgemeinerte ALCN -ABoxA0 = f a0Ra0,a0 : (� 1R),a0 : 9R:A,a0 : 8R:((� 1R) u 9R:A) g.



28 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)Ausgehend von A0 sind folgende Regelanwendungen m�oglich:A0 �!9 A1 := A0 [ fa0Rx1; x1 : Ag�!8 A2 := A1 [ fx1 : (� 1R) u 9R:A)g�!u A3 := A2 [ fx1 : (� 1R); x1 : 9R:Ag�!9 A4 := A3 [ fx1Rx2; x2 : Ag�!� A5 := A4[x1=a0]Die so erhaltene ABox A5 beschreibt die gleiche Situation wie die ABox A1, wobeinun die Variable x2 statt x1 verwendet wird. O�ensichtlich k�onnen auf A5 die Regelnwie auf A1 angewendet werden, d.h., eine unendliche Folge von Regelanwendungenist m�oglich. Damit ist Terminierung nicht gew�ahrleistet. Abbildung 2.4 veranschau-licht den sogenannten Jojo-E�ekt, der bei der skizzierten Regelanwendung auftritt.��!��!�R R R RA4 : �!� A5 :a0 a0 a0 a0 �! � � �R R RRx1 x2 x2 x3RRx2 x3Abbildung 2.4: Der Jojo-E�ekt.Bemerkung 2.7Bei der in Beispiel 2.6 angegebenen ABox A0 handelt es sich um eine verallge-meinerte ALCN -ABox, d.h., weder f�ur ALCN noch f�ur ALCN (�) ist Terminierungbei ungesteuerter Regelanwendung gew�ahrleistet. Die Ursachen f�ur dieses Problemliegen zum einen in dem Rollenzykel a0Ra0, zum anderen in der vorschnellen Anwen-dung der 9-Regel. Der Jojo-E�ekt entsteht erst dadurch, da� durch die Anwendungder 9-Regel ein Individuum zun�achst 'angehangen' (also erzeugt) und dann durchanwenden der �-Regel �uber den Rollenzykel wieder 'hochgezogen' (also identi�ziert)wird. �Um mit Hilfe von Algorithmus 2.3 dennoch das Konsistenzproblem entscheiden zuk�onnen, mu� man also geeignete Erweiterungen oder Modi�kationen vornehmen.Eine M�oglichkeit besteht darin, eine Strategie zu entwickeln, die die Regelanwendungso beein
u�t, da� eine unendliche Folge von Regelanwendungen nicht mehr m�oglichist.Zur Formulierung und Analyse m�oglicher Strategien ben�otigt man noch die folgen-den Notationen:



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 29Strategie f�ur ALCN -ABoxen:� Ersetze bei Anwendung der �-Regel stets Variablen durch Individuen.(Das Identi�zieren zweier Variablen bleibt unbeein
u�t.)� Unterteile die Regelanwendung in zwei Phasen:1. Phase: Wende Regeln nur auf Individuen an, d.h., auf As-sertionen a : C, wo a Individuum ist.2. Phase: Wende Regeln beliebig an.Abbildung 2.5: Eine Strategie f�ur ALCN1. Â bezeichnet die ALCN (�)-ABox, f�ur die Konsistenz zu entscheiden ist. A0 seidie zu Â �aquivalente, verallgemeinerte ABox, die im 1. Schritt des Konsisten-zalgorithmus bestimmt wird.2. Man unterscheidet im folgenden zwischen den in A0 enthaltenen Individuenund den durch die generierenden Regeln �!� und �!9 erzeugten Variablen.Spricht man von einem Element aus A, so meint man damit ein beliebigesElement aus �A.3. Sub(A0) bezeichnet die Menge aller Unterkonzepte von Konzepttermen ausA0: Sub(A0) = fC j ex. a0 : C0 2 A0 und C 2 Sub(C0)g:4. maxdepth bezeichnet die maximale Rollentiefe aller Konzepte aus A0,maxdepth = maxfdepth(C) j ex. a 2 �A0 mit a : C 2 A0g5. Bei den weiteren �Uberlegungen setzt man maxdepth > 0 voraus, denn derFall maxdepth = 0 ist trivial. Eine ABox A0 mit maxdepth = 0 enth�alt nurKonzeptterme C 2 Sub(A0), die nur Boolesche Operatoren enthalten. Also istA0 eine ALC-ABox. F�ur ALC ist das Konsistenzproblem entscheidbar.2.2.3 Eine L�osung f�ur ALCNAbbildung 2.5 enth�alt eine Strategie, mit der die in Bemerkung 2.7 genannten Ur-sachen f�ur die Nichtterminierung bei Eingabe einer ALCN -ABox beseitigt werden.Dies ist ein erster Schritt in Richtung eines terminierenden ALCN (�)-Algorithmus.Satz 2.8Der Vervollst�andigungsalgorithmus in Abbildung 2.3 terminiert bei Eingabe einerALCN -ABox A, falls die Strategie in Abbildung 2.5 eingehalten wird. �y



30 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)Beweis1:Die Behauptung des Satzes folgt leicht aus den Aussagen der folgenden Lemmata.Diese beziehen sich auf die Begri�e aus dem Algorithmus in Abbildung 2.3 und derStrategie in Abbildung 2.5. �Lemma 2.9Phase 1 terminiert. �yBeweis:Die Behauptung folgt leicht aus den folgenden Beobachtungen:1. Die Anzahl der Individuen bleibt gleich oder nimmt ab, d.h., sie nimmt insbe-sondere nicht zu.2. Auf jedes Individuum a k�onnen nur endlich oft Regeln angewendet werden,denn:� F�ur alle Assertionen x : C in den abgeleiteten ABoxen gilt, da� C 2Sub(A0) ist. Je Individuum kann es also nur endlich viele solcher Asser-tionen geben.� F�ur ein Individuum a kann die u�;t�; 9�;� � Regel nur endlich oftangewendet werden. Damit ist die Zahl der mit �!� und �!9 zu aerzeugten Nachfolger beschr�ankt.� Dadurch ist die Anzahl der �!�- und �!8-Anwendungen auf ein Indi-viduum a ebenfalls beschr�ankt. �Lemma 2.10In Phase 2 werden keine Regeln mehr auf Individuen angewendet. �yBeweis:Auf Grund der Unterscheidung zwischen Individuen und Variablen und da gem�a�Strategie stets Variablen durch Individuen ersetzt werden, sind Individuen nie Nach-folger von Variablen. Damit kann durch Regelanwendung auf Variablen keine neueAssertion f�ur Individuen entstehen, soda� nach Phase 1 keine Regelanwendung aufIndividuen mehr n�otig wird. �Lemma 2.11Phase 2 terminiert. �yBeweis:In einer aus A0 mit der Strategie abgeleiteten ABox A gilt f�ur eine Variable x stets:1Der Beweis stammt aus einer Mitschrift der Vorlesung 'Logische Methoden in der Wissensre-pr�asentation', die im SS 96 von Prof. Baader an der RWTH Aachen gelesen wurde.



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 311. x hat genau einen Rollenvorg�anger, d.h., es gibt genau ein R 2 NR und genauein x0 2 �A mit x0Rx 2 A.Denn: x entsteht durch Anwenden der 9- oder �-Regel auf ein Individuumoder eine Variable x0. Durch das Identi�zieren von Elementen entstehen keineweiteren, direkten Vorfahren von x, da immer nur direkte Nachfolger einesElements miteinander identi�ziert werden.2. Gilt x0Rx 2 A, so istmaxfjCj j x : C 2 Ag > maxfjDj j x0 : D 2 AgDenn: Assertionen zu x ergeben sich stets aus gr�o�eren Assertionen zu direk-ten Vorg�angern von x. Beim Identi�zieren bleibt die Aussage o�ensichtlicherhalten.Es folgt: Betrachtet man alle von einer Variablen ausgehenden Rollenpfade in einerabgeleiteten ABox A, so erh�alt man wegen 1. einen Baum. Dieser ist endlich ver-zweigt, da die 9- und �-Regel auf jedes Element nur endlich oft angewendet wird.Wegen 2. hat der Baum nur endliche Tiefe. Damit k�onnen in Phase 2 nur endlichviele Variablen entstehen und auf jede dieser Variablen kann nur endlich oft eineRegel angewendet werden. Also terminiert Phase 2. �Dies schlie�t den Beweis zu Satz 2.8 ab. Zusammen mit Lemma 2.4 folgt aus diesemSatz, da� der Algorithmus 2.3 zusammen mit der Strategie in Abbildung 2.5 dasKonsistenzproblem f�ur ALCN -ABoxen entscheidet.Theorem 2.12Das Konsistenzproblem f�ur ALCN ist entscheidbar. �yBemerkung 2.13In [Hol94] wird ein Verfahren angegeben, das das Konsistenzproblem f�ur eine Er-weiterung von ALCN um quali�zierende Zahlenrestriktionen entscheidet. Mit denErgebnissen in [Hol94] erh�alt man also einen alternativen Beweis zu Theorem 2.12.Ein Vorteil des Beweises aus [Hol94] ist, da� er sogar ein PSPACE-Resultat liefert.�Wesentlich f�ur den soeben gef�uhrten Terminierungsbeweis ist die G�ultigkeit der fol-genden Punkte bei Einhaltung der Strategie aus Abbildung 2.5:1. Ein Individuum ist nie Nachfolger einer Variablen.2. Nach Phase 1 wird keine Regel mehr auf Individuen angewendet.3. Die von einer Variablen ausgehenden Rollenpfade bilden einen Baum.Bei der Untersuchung von ALCN (�)-ABoxen zeigt sich leider sehr schnell, da� zumeinen eine Einhaltung der Strategie aus Abbildung 2.5 bei der Regelanwendung keinevollst�andigen ABoxen liefert. Zum anderen gelten die Punkte 1: und 3: im allgemei-nen nicht mehr.



32 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)Beispiel 2.14Es seien NC = fA;Bg und NR = fR; Sg gegeben sowieA0 = f a0Ra1,a1Ra2,a2Ra3,a0 : (� 2R �R),a0 : 9R:9R:8R:(A u B),a1 : 9S:(((9S:9S:A) u (9S:9S:B)) u (� 1S � S)) g.Abbildung 2.6 zeigt eine ABox, die durch Regelanwendungen aus A abgeleitet wer-den kann. Dabei werden sowohl auf Individuen als auch Variablen Regeln angewen-det. R
S

a0 : (� 2 R � R); 9R:9R:8R:(A u B)a1 : 9S:((9S:9S:A) u (9S:9S:B) u (� 1 S � S))a2a3 9S:9S:A; 9S:9S:B; (� 1S � S)x4 : 9R:8R:(A u B)x5 : 8R:(A u B) x6 : (9S:9S:A) u (9S:9S:B) u (� 1S � S);S Sx7 : 9S:Ax8 : A x10 : Bx9 : 9S:BS SR RR
R

Abbildung 2.6: Die abgeleitete ALCN (�)-ABox.H�alt man die Strategie aus Abbildung 2.5 ein, so kann die �-Regel nicht mehr aufa0 : (� 1R�R) und x5; a2 angewendet, nachdem die 9-Regel auf x4 angewendet wur-de. Also ist die erhaltene ABox nicht vollst�andig. Vervollst�andigt man aber die ABoxaus Abbildung 2.6 durch Anwendungen der �-, 8- und u-Regel, so bilden die Rol-lenassertionen der erhaltenen ABox den in Abbildung 2.7 dargestellten gerichtetenGraphen.In der abgeleiteten ABox aus Abbildung 2.7 sind nun o�ensichtlich die Punkte 1:und 3: von Seite 31 verletzt:1. Das Individuum a2 hat als R-Vorfahren die Variable x4.2. Die von der Variablen x6 ausgehenden Rollenpfade bilden keinen Baum mehr.�Das Beispiel zeigt also, da� sich der Terminierungsbeweis f�ur den Konsistenzalgo-rithmus f�ur ALCN -ABoxen nicht auf den Fall ALCN (�) �ubertragen l�a�t.



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 33a0a1
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Abbildung 2.7: Das Ergebnis der Ableitung.2.2.4 Probleme bei der L�osungssuche f�ur ALCN (�)Um dennoch eine Strategie zu �nden, die die Terminierung von Algorithmus 2.3 beiEingabe beliebiger ALCN (�)-ABoxen gew�ahrleistet, wird zun�achst untersucht, un-ter welchen Voraussetzungen der Algorithmus nicht terminiert. Im folgenden wirdvorausgesetzt, da� bei der Anwendung der �-Regel die Ersetzungsstrategie aus Ab-bildung 2.5 eingehalten wird, d.h., sind ein Individuum und eine Variable zu identi-�zieren, so ersetzt man stets die Variable durch das Individuum.Die folgende De�nition liefert ein Analogon zu der in Bemerkung 2.3 eingef�uhrtenLevelfunktion f�ur ALCN (�)-ABoxen.De�nition 2.15Sei A0 eine beliebige, verallgemeinerte ALCN (�)-ABox, A sei eine mit den Regelnaus Abbildung 2.2 aus A0 abgeleitete ABox und es seien x; y 2 �A.Unter einer Rollenkette der L�ange n von x nach y in A versteht man eine Mengevon Rollenassertionen der Formfx0R1x1; � � � ; xn�1Rnxng mit x0 = x und xn = y:Eine Rollenkette hei�t zyklenfrei, wenn alle Elemente x0; � � � ; xn paarweise verschie-den sind.F�ur eine Variable x de�niert man den minimalen Abstand von x zu Individuen in Aals 4(x) := minfjRj j ex. a 2 �A0 mit x 2 R(a) in Ag:F�ur ein Individuum a 2 �A0 de�niert man 4(a) := 0. �Bei denALCN (�)-ABoxen, die aus fx0 : C0g abgeleitet werden, kann der maximal er-reichbare Level beschr�ankt werden durch die Rollentiefe depth(C0). Entsprechendesgilt f�ur den minimalen Abstand inALCN (�)-ABoxen, die aus einer verallgemeinertenABox A0 abgeleitet werden.



34 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)Lemma 2.16F�ur eine aus A0 abgeleitete ABox A gilt: Zu jeder Variablen x aus A existiert einIndividuum a, so da� eine Rollenkette der L�ange n � maxdepth von a nach xexistiert, d.h., es existiert keine Variable x mit 4(x) > maxdepth. �yBeweis:F�ur eine Variable x 2 �A existiert mindestens ein Individuum als Vorfahre (keineVariable ensteht aus dem Nichts) und damit auch ein Individuum a mit einer Rollen-kette der L�ange 4(x) von a nach x. Aus der De�nition der Vervollst�andigungsregelnfolgt: depth(C) � maxdepth�4(x) f�ur jede Assertion x : C 2 A; (�)denn: F�ur ein Individuum a und eine Assertion a : C gilt depth(C) � maxdepth.Entsteht eine Assertion x : C 0 durch m-maliges anwenden der 9- und 8-Regel aufAssertionen xi : Ci mit Ci 2 Sub(C), so gilt o�ensichtlich depth(C 0) � maxdepth�m.F�ur ein Element x mit 4(x) = m entsteht eine Assertion x : C 0, wenn die 9- oder8-Regel ausgehend von einem a : C, a 2 �A0 , mindestens m-mal auf Assertionenxi : Ci mit Ci 2 Sub(C) angewendet wird. Also gilt (�).Angenommen, es gibt ein x0 mit4(x0) > maxdepth. Man sieht leicht, da� dann auchein Vorfahre x00 von x0 existiert, so da� es einen Vorfahren x von x00 gibt mit� 4(x) � maxdepth und� x00 wird durch anwenden einer generierenden Regel auf eine Assertion x : Cerzeugt.Daraus folgt aber mit (�) ein Widerspruch der Formmaxdepth < 4(x00) � 4(x) + depth(C) � 4(x) +maxdepth�4(x) = maxdepth:Also kann keine Variable x0 mit 4(x0) > maxdepth erzeugt werden. �Mit Hilfe der Aussagen im folgenden Lemma lassen sich nun die Situationen n�ahercharakterisieren, in denen eine unendliche Folge von Regelanwendungen m�oglich ist.Lemma 2.17Sei A0 eine verallgemeinerte ABox und A0 �! A1 �! A2 �! � � � eine Folge vonRegelanwendungen. Dann gilt:1. Enth�alt die Folge nur endlich oft eine Anwendung der �-Regel, so bricht sienach endlich vielen Schritten ab.2. Enth�alt die Folge nur endlich oft Anwendungen der generierenden Regeln, sobricht sie nach endlich vielen Schritten ab. �y



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 35Beweis:Zu Punkt (1) von Lemma 2.17: Da die �-Regel nur endlich oft angewendet wird,existiert ein minimaler Index j0 � 0 so, da� in der Folge Aj0 �! Aj0+1 �! � � � die�-Regel nicht mehr auftritt. Also giltAj � Aj+1 und �Aj � �Aj+1 f�ur alle j � j0Sei x 2 �Aj0 ein Element, auf das noch Regeln angewendet werden. Durch An-wendung der u- bzw. t-Regel wird die Zahl der Assertionen zu x echt gr�o�er. BeiAnwendung der 8-Regel auf x : 8R:C und xRy mit y aus �Aj0 wird die Zahl derAssertionen zu y echt gr�o�er. Da die �-Regel ab Index j0 nicht mehr angewendetwird, bilden die von x aus ab Index j0 erzeugten Variablen einen Baum mit Wur-zel x. Zu jeder ab Index j0 erzeugten Variablen y existiert also genau ein Elementx 2 �Aj0 mit einer Rollenkette minimaler L�ange zu y und genau ein Rollenvorg�angery0, d.h., genau eine Rollenassertion der Form y0Ry. Diese B�aume von Variablen sindo�ensichtlich endlich verzweigt und in der Tiefe durch maxdepth beschr�ankt. Alsoerzeugt man nur noch endlich viele Variablen und wendet auch die propagierendenRegeln nur noch endlich oft an.Zu Punkt (2) von Lemma 2.17: Da nur endlich oft generierende Regeln ange-wendet werden, existiert ein minimaler Index j0 � 0 so, da� in der Folge Aj0 �!Aj0+1 �! � � � keine generierende Regel mehr auftritt. �Aj0 ist endlich und ab In-dex j0 werden keine weiteren Variablen mehr erzeugt. Auf jedes der endlich vielenElemente kann eine propagierende Regel nur endlich oft angewendet werden. Dabei jeder Anwendung von �!� die Anzahl von Elementen aus �Aj0 echt kleinerwird, kann die �-Regel nur endlich oft angewendet werden. Folglich bricht die FolgeAj0 �! Aj0+1 �! � � � nach endlich vielen Schritten mit einer vollst�andigen ABoxab. �Mit Lemma 2.17 folgt also, da� ausgehend von einer verallgemeinerten ALCN (�)-ABox A0 jede Folge von Regelanwendungen, in der die �-Regel nur endlich oftauftritt, nach endlich vielen Schritten mit einer vollst�andigen ABox abbricht. Ebensobricht jede Folge von Regelanwendungen nach endlich vielen Schritten ab, die nurendlich oft generierende Regeln enth�alt. Folglich erzeugt man in jeder unendlichenFolge von Regelanwendungen unendlich oft Variablen, die anschlie�end durch die�-Regel mit bereits existierenden Elementen identi�ziert werden.Beispiel 2.6 zeigt, da� es tats�achlich eine solche unendliche Folge von Regelanwen-dungen geben kann.Um nun eine solche unendliche Folge von Regelanwendungen auf ALCN (�)-ABoxenzu vermeiden, k�onnte man �ahnlich wie f�ur ALCN -ABoxen eine Strategie angeben,die gerade diese Ursache der Nichtterminierung beseitigt.Die Strategie 2.5 von Seite 29 basierte auf der Idee, die Regelanwendung in zweiPhasen aufzuteilen und f�ur jede Phase Terminierung nachzuweisen. In Beispiel 2.14wurde aber gezeigt, da� eine Phase, in der Regeln nur auf Individuen anzuwen-den sind, f�ur ALCN (�)-ABoxen ggf. mehrfach zu durchlaufen ist. So ist z.B. auf



36 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)a2 zun�achst keine Regel anwendbar. Erst nachdem auf die Variable x4 die 9-Regelangewendet wurde, ist die �-Regel auf das Individuum a0 und dann die 8-Regelauf a2 : 8R:(AuB) anwendbar. Folglich reicht eine Einteilung der Regelanwendungin diese zwei Phasen nicht aus, um auch bei Eingabe von ALCN (�)-ABoxen einenterminierenden und vollst�andigen Algorithmus zu erhalten.Die Idee der Einteilung in PhasenEine der Ursachen f�ur den Jojo-E�ekt in Beispiel 2.6 ist die vorschnelle Anwendungeiner generierenden Regel. Im konkreten Beispiel bedeutet das, da� die 9-Regel an-gewendet wird, obwohl die �-Regel schon vorher angewendet werden k�onnte. Mankann eine Strategie zur Kontrolle der Regelanwendungen auf ALCN (�)-ABoxen an-geben, die dieses Problem beseitigt und dazu die Idee der Einteilung der Regelan-wendung in Phasen aufgreift. Man de�niert zwei Arten von Phasen, die abwechselndsolange durchlaufen werden, bis keine Regel mehr anwendbar ist. In der ersten Pha-se, der sogenannten Generierungsphase, verbietet man die Anwendung der �-Regelund wendet alle anderen Regeln solange wie m�oglich an. In der zweiten Phase, dersogenannten Identi�zierungsphase, verbietet man die Anwendung der generierendenRegeln und wendet alle anderen Regeln solange wie m�oglich an. Der Beweis zu Lem-ma 2.17 l�a�t sich leicht so modi�zieren, da� Terminierung jeder Generierungs- bzw.Identi�zierungsphase folgt. Damit diese Strategie nun tats�achlich daf�ur sorgt, da�der Konsistenzalgorithmus bei Eingabe einer ALCN (�)-ABox stets terminiert, darfes keine unendliche Folge von Phasendurchl�aufen geben.Beachte: Unter Ber�ucksichtigung der soeben skizzierten Strategie terminiert der Al-gorithmus bei Eingabe der ALCN -ABox A0 aus Beispiel 2.6 nach dem Durchlaufeneiner Generierungs- und einer Identi�zierungsphase.Das folgende Beispiel liefert aber eine ALCN (�)-ABox, f�ur die es eine unendlicheFolge von Phasendurchl�aufen geben kann.Beispiel 2.18Es bezeichne A �!G A0 das Ergebnis einer Generierungsphase, d.h., A0 wurdedurch Anwenden der Regeln �!u;�!t;�!8;�!9 und �!� aus A abgeleitet undman schreibt kurz A �!I A0, falls A0 aus A durch Anwenden der Regeln �!u,�!t, �!8 und �!� abgeleitet wurde. Es seiA0 = f a0 : 9R:A; 8R:9R:A;a0 : (� 2R �R);a0Ra0g.Durchl�auft man ausgehend von A0 abwechselnd Generierungs- und Identi�zierungs-phasen, so ist eine unendliche Folge von Regelanwendungen m�oglich:



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 37A0 �!G A1 = A0 [ fa0Rx1; x1 : A; x1 : 9R:A;x1Rx2; x2 : Ag�!I A2 = A1[x1=a0] [ fx2 : 9R:Ag�!G A3 = A2 [ fx2Rx3; x3 : Ag�!I A4 = A3[x2=a0] [ fx3 : 9R:AgO�ensichtlich beschreibt die ABox A3 genau die gleiche Situation wie A1, wobei nunlediglich die Namen a0; x2; x3 statt a0; x1; x2 verwendet werden. Ebenso unterschei-den sich die ABoxen A2 und A4 nur in der Menge der verwendeten Namen, d.h., esist eine unendliche Folge von Regelanwendungen �ahnlich wie in Beispiel 2.6 m�oglich.Beachte: In der ersten Identi�zierungsphasekann man x1 und a0 identi�zieren, daa0Ra0Ra0 und a0Ra0Rx1 (R �R)-Rollenketten in A1 sind. Wegen a0Rx1Rx2 in A1kann man auch x2 und a0 identi�zieren. Dann terminiert die Regelanwendung mitder vollst�andigen, o�enen ABox A02 = A1[x2=a0]. Zum Nachweis der Vollst�andigkeitdes Algorithmus m�ussen aber alle m�oglichen Folgen von Regelanwendungen unddamit auch alle m�oglichen Identi�zierungen ber�ucksichtigt werden. �Mit Beispiel 2.18 folgt also, da� eine Strategie, die die Regelanwendung in Generie-rungs- und Identi�zierungsphasen einteilt, nicht das Gew�unschte leistet.Die Idee des direkten Identi�zierensEine alternative Strategie beruht auf der Idee, jeweils unmittelbar nach dem An-wenden einer generierenden Regel (�!9 oder �!�) alle �-Assertionen zu erf�ullen,d.h., solange wie m�oglich die �-Regel anzuwenden. Diese Idee stammt aus [BHs91],wo f�ur eine Erweiterung von ALC die Entscheidbarkeit des Konsistenzproblems be-wiesen wird. Leider l�a�t sich auch mit dieser Strategie eine unendliche Folge vonRegelanwendungen nicht verhindern.Beispiel 2.19 (Beispiel 2.18 Fortsetzung)Gegeben sei die ABox A0 aus Beispiel 2.18. Man schreibt kurz A �!P A0, wenn A0aus A durch Anwenden der propagierenden Regeln (�!u;�!t und �!8) abgeleitetwird. Man schreibt A �!9;� A0 bzw. A �!�;� A0, falls ABoxen A1; : : : ;An, n � 0,existieren mit A �!9 A1 �!� A2 �!� � � � �!� An �!� A0bzw. A �!� A1 �!� A2 �!� � � � �!� An �!� A0:Ausgehend von A0 sind nun folgende Regelanwendungen m�oglich:A0 �!9;� A1 = A0 [ fa0Rx1; x1 : Ag�!P A2 = A1 [ fx1 : 9R:Ag�!9;� A3 = �A2 [ fx1Rx2; x2 : Ag�[x1=a0]�!P A4 = A3 [ fx2 : 9R:Ag�!9;� A5 = �A4 [ fx2Rx3; x3 : Ag�[x2=a0]



38 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)Wiederum beschreiben nun A5 und A3 bzw. A4 und A2 die gleichen Situationen, nurmit ge�anderten Namen, soda� wiederum �ahnlich wie in Beispiel 2.6 eine unendlicheFolge von Regelanwendungen m�oglich ist. Also reicht auch diese Strategie nicht aus,um die Terminierung des Konsistenzalgorithmus zu gew�ahrleisten. �Bemerkung 2.20Bei den in den Beispielen 2.18 und 2.19 skizzierten Folgen von Regelanwendungenwird die Strategie in Abbildung 2.5 in dem Sinne eingehalten, da� zun�achst solangewie m�oglich Regeln auf Individuen (hier jeweils nur a0) angewendet werden unddann erst auf Variablen. Dann ist aber erneut eine Regel (hier die �-Regel) auf dasIndividuum a0 anwendbar. Folglich w�urde die Einhaltung der Strategie in Abbildung2.5 keine vollst�andige ABox liefern, mit der ein kanonisches Modell von A0 de�niertwerden k�onnte.Die in den bisherigen Beispielen untersuchten Folgen von Regelanwendungen aufALCN (�)-ABoxen lieferten stets nur ABoxen, die jeweils nur endlich viele Elementeenthalten. Die Beispiele im folgenden Abschnitt werden aber zeigen, da� esALCN (�)-ABoxen gibt, so da� sogar f�ur die soeben skizzierten Strategien unendliche Folgenvon Regelanwendungen m�oglich sind, durch die man im Limes eine ABox erh�alt, dieunendlich viele Elemente enth�alt. �Die Beispiele 2.18 und 2.19 zeigen, da� es sehr schwierig ist, eine Strategie zu ent-wickeln, die sicherstellt, da� Algorithmus 2.3 stets terminiert und damit ein Ent-scheidungsverfahren f�ur das Konsistenzproblem f�ur ALCN (�) liefert.2.2.5 Zur Endlichen-Modell-EigenschaftEine weitere M�oglichkeit, das gew�unschte Entscheidbarkeitsresultat zu erhalten, be-steht darin, direkt die Endliche-Modell-Eigenschaft f�ur ALCN (�)-ABoxen nachzu-weisen. Dazu mu� man zeigen, da� es zu jeder konsistenten ABox ein endlichesModell gibt. Da au�erdem ein Verfahren existiert, das bei Eingabe einer inkonsi-stenten ABox A nach endlicher Zeit mit Ausgabe "A ist inkonsistent." terminiert,lie�e sich ein e�ektives Verfahren angeben, das das Konsistenzproblem f�ur ALCN (�)entscheidet.Zur Existenz eines widerlegungsvollst�andigen Verfahrens:Mit den Ergebnis-sen aus [Bor96] l�a�t sich zu einer verallgemeinerten ALCN (�)-ABox A0 eine Formel�(A0) der Pr�adikatenlogik 1. Stufe de�nieren f�ur die gilt:A0 ist konsistent () �(A0) ist erf�ullbar.Die Menge der unerf�ullbaren Formeln der Pr�adikatenlogik 1. Stufe ist rekursivaufz�ahlbar. Also existiert ein e�ektives Verfahren, da� bei Eingabe einer unerf�ullba-ren Formel � nach endlicher Zeit mit Ausgabe "� ist unerf�ullbar." terminiert. Damitleistet ein Verfahren, das zu einer ALCN (�)-ABox A0 die zugeh�orige Formel �(A0)



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 39bestimmt und diese auf Unerf�ullbarkeit testet, das Gew�unschte.Zum Nachweis der Endlichen-Modell-Eigenschaft: Es ist zu zeigen, da� zujeder konsistenten ALCN (�)-ABox A0 eine endliche Interpretation I existiert, diejede Assertion aus A0 erf�ullt. Dazu versucht man, ausgehend von einem unendlichenModell I 0 von A0, eine endliche Interpretation I zu de�nieren, die Modell von A0ist.Um I zu de�nieren bestimmt man zun�achst eine endliche Klassi�zierung der Elemen-te der Tr�agermenge4I0 des unendlichen Modells I 0 und de�niert dann mit Hilfe die-ser Charakterisierung eine �Aquivalenzrelation � mit endlichem Index auf 4I0. Fa�tman anschlie�end die unendlich vielen Elemente aus 4I0 zu endlich vielen �Aqui-valenzklassen zusammen, so erh�alt man eine endliche Interpretation I = (�I ; �I)mit Tr�agermenge �I = 4I0= �. Allerdings �andert sich im allgemeinen durch diesesZusammenfassen die Anzahl der Vorg�anger und Nachfolger eines Elementes bzw.einer Klasse von Elementen, so da� in der erhaltenen Interpretation I ggf. einigeZahlenrestriktionen nicht mehr erf�ullt sind. Abbildung 2.8 verdeutlicht die Situatio-nen, in denen durch einfaches Zusammenfassen zueinander �aquivalenter ElementeZahlenrestriktionen f�ur Vorg�anger in �I verletzt werden.
wenn keine weiteren R-Nachfolger von [x]� existieren.Gilt x1 � x2 � x3, so wird die �-Assertion verletzt,

R0R00R0R00y1z1 y2z2
x1 : (� 1R0 � R00) x2 : (� 1R0 � R00)

x : (� 3R)
x1 x2 x3R R R

Gilt x1 6� x2, y1 � y2 und z1 6� z2, so werdendie �-Assertionen zu [x1]� und [x2]� verletzt.Abbildung 2.8: �Aquivalenzklassen und verletzte Zahlenrestriktionen.Man kann versuchen, diese Probleme zu umgehen bzw. zu l�osen, indem man einspezielles, unendliches Modell untersucht. Dazu zeigt man, da� ausgehend von einer



40 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)konsistenten ABox A0 und einer unendlichen Folge A0 �! A1 �! A2 �! � � �von Regelanwendungen durch den 'Limes' eine kanonische Interpretation I 0 de�niertwerden kann, die Modell von A0 ist. Ist I endlich, so ist nichts mehr zu zeigen. Sonstist ausgehend von dem speziellen, unendlichen Modell I 0 eine endliche InterpretationI zu de�nieren, die Modell von A0 ist.Bei der Untersuchung solch spezieller, kanonischer Modelle wurde zun�achst fest-gestellt, da� es unendliche Folgen von Regelanwendungen geben kann, durch dieim Limes eine ABox mit unendlich vielen Variablen erzeugt wird. Die mit dieserunendlichen ABox de�nierte kanonische Interpretation enth�alt dann ebenfalls un-endlich viele Elemente. Daher ergeben sich auch bei einer endlichen Klassi�zierungder Elemente solch spezieller, unendlicher Modelle die in Abbildung 2.8 skizziertenProbleme.Beispiel 2.21Gegeben sei folgende Ausgangs-ABox A0:A0 = f a0 : 9R:(� 1S � S � S); 8R:9R:(� 1S � S � S);a0 : (� 2R �R); (� 1S � S);a0Ra0g.Beispiel 2.18 hat gezeigt, da� mit dieser Menge von Assertionen eine unendliche Folgevon Regelanwendungen m�oglich ist. Dabei werden unendlich viele R- und (R � R)-Nachfolger von a0 erzeugt. Im vorliegenden Fall kann zu jedem dieser R-Nachfolgerein (S�S�S)-Nachfolger erzeugt werden, bevor der R-Nachfolger mit a0 identi�ziertwird. Dadurch erh�alt a0 unendlich viele (S �S �S)-Nachfolger. Die unendlich vielen(S�S)-Nachfolger werden alle mit einer Variablen x0 identi�ziert, wodurch sowohl f�urdas Individuum a0 als auch die Variable x0 im Limes unendlich viele S-Nachfolgerexistieren. Abbildung 2.9 stellt das Ergebnis der soeben skizzierten unendlichenFolge von Regelanwendungen dar. Dabei ist die kanonische Interpretation, die mitHilfe der unendlichen ABox de�niert werden kann, ein unendliches Modell von A0.�Bemerkung 2.22Auch f�ur das Beispiel 2.21 gilt die Aussage aus Bemerkung 2.20, da� zun�achst nurauf das Individuum a0 Regeln angewendet werden. Desweiteren ist aber eine unend-liche Folge von Regelanwendungen, die zu der in Abbildung 2.9 skizzierten ABoxf�uhrt, auch unter Ber�ucksichtigung der in den Beispielen 2.18 und 2.19 untersuchtenStrategien m�oglich. �Beispiel 2.23Dieses Beispiel zeigt, da� man ausgehend von der konsistenten ABox A0 eine unend-liche ABox ableiten kann, die eine unendlich lange, zyklenfreie Rollenkette enth�alt.



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 41R a0 : 9R:(� 1S � S � S); 8R:9R:(� 1S � S � S);SSS
S S S S
S S S SS S S S � � �

� � �� � � � � �
� � �(� 2R �R); (� 1S � S)

x0
Abbildung 2.9: Ein unendliches kanonisches Modell.A0 = f a0 : 9R:9S:A; 8R:9R:9S:A;a0 : 8S:(� 1R � S);a0 : (� 1R); (� 1S �R � S);a0Ra0; a0Sa0g.Man erzeugt wiederum unendlich viele R- und (R �R)-Nachfolger von a0 und zu je-dem (R�R)-Nachfolger einen S-Nachfolger. Diese Variablen werden durch das Iden-ti�zieren der (R�R)-Nachfolger mit a0 zu S-Nachfolger von a0, so da� auf Grund der8S-Assertion jeweils ein (R �S)-Nachfolger erzeugt werden kann. Dadurch erh�alt a0beliebig viele (S �R�S)-Nachfolger. Um ein Modell von A0 zu erhalten, m�u�ten alleVariablen mit a0 identi�ziert werden. Man kann aber auch unendlich viele Variablenso ersetzen, da� man eine unendlich lange, zyklenfreie Rollenkette erh�alt (Abbildung2.10). Durch die Zyklen a0Ra0 und a0Sa0 ist n�amlich jeder S-Nachfolger von a0 auch(S�R�S)-Nachfolger von a0, soda� ein (S�R�S)-Nachfolger mit einem S-Nachfolgervon a0 auf Grund der Assertion a0 : (� 1S �R �S) identi�ziert werden kann. Dabeiist die kanonische Interpretation, die mit Hilfe der erhaltenen unendlichen ABoxde�niert werden kann, aber kein Modell von A0. �

� � �
R;S

S S SR S R S R SS � � �(� 1R); (� 1S �R � S)a0 : 9R:9S:A; 8R:9R:9S:A; 8S:(� 1R � S);
Abbildung 2.10: Erzeugen unendlich langer, zyklenfreier Rollenketten.



42 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)Mit Hilfe von Lemma 2.16 sieht man leicht, da� stets unendliche Verzweigungenerzeugt werden, wenn eine mit den Vervollst�andigungsregeln abgeleitete ABox un-endlich viele Elemente enth�alt. Beispiel 2.23 zeigt, da� man sogar unendlich lange,zyklenfreie Rollenketten generieren kann, wobei man im konkreten Fall allerdingskein unendliches Modell der Ausgangs-ABox erh�alt. Die Folge der Regelanwendun-gen, die in Beispiel 2.23 zu der unendlich langen Rollenkette f�uhrt ist aber in fol-gendem Sinn unfair: Es sei A0;A1;A2; � � � die unendliche Folge der abgeleitetenABoxen. Dann ist o�ensichtlich die �-Regel ab einem Index j0 in jeder ABox Aj,j � j0, auf die Assertion a0 : (� 1S �R � S) anwendbar, ohne da� ein Index k > j0existiert, so da� �!� in Ak nicht mehr auf a0 : (� 1S �R � S) angewendet werdenkann.Demgegen�uber gilt eine Folge von Regelanwendungen als fair, falls zu jeder Assertionx : C 2 Ai, auf die eine Regel �! anwendbar ist, ein j > i existiert, so da� �! inAj nicht mehr auf x : C anwendbar ist.Unter der Voraussetzung, da� diese Fairne�annahme bei der Regelanwendung erf�ulltwird, liefert eine unendliche Folge von Regelanwendungen ausgehend von einer kon-sistenten ABox A0 eine ggf. unendliche kanonische Interpretation, die Modell vonA0 ist. An dieser Stelle erh�alt man also spezielle Modelle von A0. Beispiel 2.21hat gezeigt, da� solche kanonischen Modelle durchaus noch unendlich viele Elemen-te enthalten k�onnen. Aus der Untersuchung dieser speziellen, unendlichen Modelleergaben sich unter anderem folgende Feststellungen.1. Bei dem Versuch, eine �Aquivalenzrelation mit endlichem Index auf der Tr�ager-menge zu de�nieren, die anschlie�end ein endliches Modell von A0 liefern soll,st�o�t man wiederum auf die in Abbildung 2.8 skizzierten Probleme.2. Unter der Annahme, da� ein solches unendliches, kanonisches Modell keineunendlich langen, zyklenfreien Rollenketten enth�alt, kann man einen Algo-rithmus de�nieren, der in endlich vielen Schritten eine endliche Menge 4 vonElementen aus der Tr�agermenge markiert, so da� die unendliche Interpretationeingeschr�ankt auf diese Menge 4 ein endliches Modell von A0 ist.Leider bleibt das Problem o�en, ob es unter Ber�ucksichtigung der Fairne�annahmein einem solchen unendlichen, kanonischen Modell ausgehend von einem Individuuma0 2 �A0 eine unendlich lange, zyklenfreie Rollenkette geben kann.Damit wird auch mit diesem Ansatz nicht das angestrebte Ziel, der Beweis derEntscheidbarkeit des Konsistenzproblems f�ur ALCN (�), erreicht.2.2.6 Eine entscheidbare Klasse von ALCN (�)-ABoxenUm dieses Kapitel dennoch mit einem Entscheidbarkeitsresultat abzuschlie�en, �uber-legt man sich, unter welchen Voraussetzungen der Algorithmus aus Abbildung 2.3terminiert und somit Konsistenz f�ur die Eingabe-ABox entscheidet. Insbesondere



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 43sucht man Bedingungen, die die Eingabe-ABox Â erf�ullen mu�, damit sich der Ter-minierungsbeweis aus [BS96] auf den Konsistenzalgorithmus �ubertragen l�a�t.Die in den 'b�osen' Beispielen 2.6 und 2.18 betrachteten ABoxen enthalten jeweilseine zyklische Rollenkette. Deshalb untersucht man das Terminierungsverhalten desAlgorithmus zun�achst f�ur azyklische ABoxen.Beispiel 2.24Gegeben sei folgende azyklische Ausgangs-ABox A0:A0 = f a0 : (� 1R �R);a2 : 9R:A; 8R:9R:A;a0Ra1; a1Ra2; a0Ra2g.Ausgehend von A0 sind folgende Regelanwendungen m�oglich:A0 �!9 A1 := A0 [ fa2Rx1; x1 : Ag�!8 A2 := A1 [ fx1 : 9R:Ag�!9 A3 := A2 [ fx1Rx2; x2 : Ag�!� A4 := A3[x1=a2]�!8 A5 := A4 [ fx2 : 9R:Ag�!9 A6 := A5 [ fx2Rx3; x3 : Ag�!� A7 := A6[x2=a2]Abbildung 2.11 veranschaulicht diese Folge von Regelanwendungen. Die ABoxen A4und A7 beschreiben die gleiche Situation, wobei lediglich verschiedene Variablenverwendet werden. Damit ist auch ausgehend von einer azyklischen ABox eine un-endliche Folge von Regelanwendungen m�oglich. Insbesondere l�a�t sich die ABox A0so modi�zieren, da� man azyklische ABoxen erh�alt, so da� ausgehend von diesenABoxen, �ahnlich wie in den Beispielen 2.18 und 2.19 skizziert, unendliche Folgen vonRegelanwendungen m�oglich sind, durch die ABoxen erzeugt werden, die unendlichviele Elemente enthalten. �a1 RR Ra0a2RR x1x2
�!�a1 RR a0

R x2a2 �!� a1 RR a0
RR x2x3a2 �! � � �a1 RR Ra0 : (� 1R � R)a2 : 8R:9R:A;9R:A RRR R�!�

Abbildung 2.11: Noch ein Jojo-E�ekt.Beispiel 2.24 zeigt also, da� die Forderung, da� die Ausgangs-ABox A0 zyklenfreisein mu�, nicht ausreicht, um sicherzustellen, da� jede Folge von Regelanwendungen



44 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)ausgehend von A0 terminiert. Au�erdem erkennt man, da� sich der Jojo-E�ekt nichtunmittelbar aus einer zyklischen Rollenkette sondern vielmehr aus unterschiedlichlangen Rollenketten zwischen zwei Individuen ergibt. Dabei entspricht die L�angeeiner Rollenkette der Anzahl verschiedener Elemente aus A, die diese Rollenkettebilden.Diese Beobachtung motiviert nun die Untersuchung von Ausgangs-ABoxen A0, diefolgende, sch�arfere Bedingung erf�ullen:(�) Zwischen je zwei verschiedenen Individuen existieren nur Rollenketten glei-cher L�ange in A0.Durch die Bedingung (�) schlie�t man die ABox A0 aus Beispiel 2.24 aus. Erf�ullteine Ausgangs-ABox A0 die Bedingung (�), so �ubertr�agt sich die Bedingung (�)allerdings nicht auf ABoxen A, die aus A0, abgeleitet werden k�onnen. Das folgendeBeispiel zeigt sogar, da� auch f�ur Ausgangs-ABoxen, die die Bedingung (�) erf�ullen,unendliche Folgen von Regelanwendungen m�oglich sind.Beispiel 2.25Folgende Ausgangs-ABox A0 gen�ugt o�ensichtlich der Bedingung (�).A0 = f a1 : (� 1R �R �R);a4 : 9R:A; 8R:9R:A; 9R:B;a5 : (� 1R �R);a7 : 9R:B;a1Ra2; a2Ra3; a3Ra4;a5Ra6; a6Ra4; a5Ra7; a1Ra7g.Durch folgende Regelanwendungen erh�alt man dann eine ABox, die eine zyklischeRollenkette enth�alt. A0 �!9 A1 := A0 [ fa7Rx1; x1 : Bg�!� A2 := A1[x1=a4]�!9 A3 := A2 [ fa4Rx2; x2 : Bg�!� A4 := A3[x2=a4]A4 enth�alt nun den Rollenzykel a4Ra4. Insbesondere giltfa4Ra4; a4 : 9R:A; a4 : 8R:9R:Ag � A4:Mit Beispiel 2.6 folgt also, da� eine unendliche Folge von Regelanwendungen ausge-hend von einer ABox A0, die die Bedingung (�) erf�ullt, m�oglich ist. In Abbildung2.12 sind die ABoxen A0 und A4 dargestellt. �F�ur die Ausgangs-ABoxen A0 aus den Beispielen 2.24 und 2.25 ist die Terminierungdeshalb nicht gesichert, weil jeweils unterschiedlich lange Rollenketten zwischen zwei



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 45
RR R R RRRa5 : (� 1R � R) a1 : (� 1R � R � R)a2a3a6 a7 :9R:B9R:B

R R RRRR R
R Ra5 : (� 1R � R) a1 : (� 1R � R � R)a2a3a6 a7 : 9R:B; B9R:Ba4 : 9R:A; 8R:9R:A;

A0 :
a4 : 9R:A; 8R:9R:A;

�!� A4 :
Abbildung 2.12: Zur Entstehung des Jojo-E�ekts.Elementen existieren bzw. erzeugt werden k�onnen, wodurch der Jojo-E�ekt und da-mit eine unendliche Folge von Regelanwendungen erm�oglicht wird. Bei der Unter-suchung der Ausgangs-ABoxen erkennt man aber leicht, da� sie keine Levelstrukturbesitzen, die folgender Intuition gen�ugt: Sind zwei Elemente x und y durch eineRollenkette der L�ange m verbunden, so gilt level(y) = level(x) +m.Die folgende De�nition setzt nun genau diese Intuition in eine hinreichende Bedin-gung an die Ausgangs-ABoxen um, so da� sich die Terminierung leicht mit der in[BS96] angegebenen Terminierungsordnung folgern l�a�t.De�nition 2.26Sei Â eine beliebige ALCN (�)-ABox und A0 die zugeh�orige verallgemeinerte ABox.Dann hei�t A0 zul�assig genau dann, wenn eine Partition I1 �[ : : : �[ I� von �A0 und eineAbbildung level : �A0 �! IN existiert mit1. f�ur je zwei Individuen a 2 Ii und a0 2 Ij mit i 6= j existiert keine Rollenasser-tion aRa0 in A0,2. f�ur alle 1 � j � � existiert ein aj 2 Ij mit level(aj) = 0 und3. f�ur jede Rollenassertion aRa0 in A0 gilt level(a0) = level(a) + 1: �Satz 2.27F�ur eine gegebene, endliche ALCN (�)-ABox ist es e�ektiv entscheidbar, ob siezul�assig ist oder nicht. �yBeweis:Sei A0 eine endliche ALCN (�)-ABox. Dann ist �A0 endlich und es gibt nur endlichviele Partitionen I1 �[ : : : �[ I� von �A0 . Mit der 3: Bedingung aus De�nition 2.26 folgt,da� eine zul�assige ABox keine zyklischen Rollenketten enth�alt. Die L�ange einer ma-ximalen, zyklenfreien Rollenkette in A0 kann durch j�A0 j beschr�ankt werden. Alsofolgt mit der 2: Bedingunglevel(a) 2 f0; : : : ; j�Ajg f�ur alle a 2 �A:



46 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)Ist �A0 endlich, so gibt es o�ensichtlich nur endlich viele m�ogliche Abbildungenlevel : �A0 �! f0; : : : ; j�A0 jg. F�ur eine endliche ALCN (�)-ABox A0, eine PartitionI1 �[ : : : �[ I� von �A0 und eine Funktion level : �A0 �! f0; : : : ; j�A0 jg ist es o�ensicht-lich e�ektiv entscheidbar, ob sie die Bedingungen 1:; 2: und 3: aus De�nition 2.26erf�ullen. �Bemerkung 2.28Die De�nition einer zul�assigen Ausgangs-ABox schlie�t die Ausgangs-ABoxen ausden Beispielen 2.24 und 2.25 aus. Abbildung 2.13 zeigt die Rollenassertionen einerzul�assigen ABox A. Die zugeh�orige Partition von �A lautet I1 = fa1; : : : ; a5g; I2 =fa6; : : : ; a10g und die zugeh�orige Levelfunktion liefert� level(a) = 0 f�ur a 2 fa1; a2; a6g,� level(a) = 1 f�ur a 2 fa3; a4; a7; a8; a9g und� level(a) = 2 f�ur a 2 fa5; a10g.Der Beweis von Satz 2.27 liefert ein e�ektives, aber sehr ine�zientes Verfahren,um f�ur eine ALCN (�)-ABox zu entscheiden, ob sie zul�assig ist oder nicht. F�ur einezul�assige ALCN (�)-ABox A0 ist aber sowohl die Partition als auch die zugeh�origeLevelfunktion durch die drei Punkte der De�nition 2.26 eindeutig bestimmt. Diesl�a�t sich ggf. nutzen, um ein e�zienteres Verfahren zu formulieren, um f�ur einezul�assige ABox die Partition und die zugeh�orige Levelfunktion zu bestimmen. Aufdie Angabe und Untersuchung eines geeigneten Verfahrens wird hier verzichtet, dadie Entscheidbarkeit der Klasse der zul�assigen ALCN (�)-ABoxen f�ur das folgendeEntscheidbarkeitsresultat ausreichend ist.Au�erdem gilt f�ur eine zul�assige ABox A0 und zwei Individuen a; a0 2 �A0 , die durcheine R-Rollenkette der L�ange m in A0 verbunden sind: level(a0) = level(a) +m. �a1 a2a3 a4a5
a6a7 a8 a9a10TR S R; SRR; SR R; T T

Abbildung 2.13: Die Rollenassertionen einer zul�assigen ABox.Ausgehend von einer zul�assigen ABox A0 und einer Folge von RegelanwendungenA0 �!� A erweitert man die Levelfunktion zu A0 zu einer Levelfunktion zu Adurch:



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 47� Wird y durch anwenden der 9-Regel auf x : 9R:C erzeugt, so seilevel(y) := level(x) + 1.� Werden y1; : : : ; ym durch anwenden der �-Regel auf x : (� nR1 � : : :�Rm)erzeugt, so seilevel(yi) := level(x) + i f�ur 1 � i � m.Bemerkung 2.29In einer zul�assigen ABox A0 werden nur Individuen a; a0 identi�ziert, die denselbenLevel besitzen und nicht unterschieden sind, denn: Ist �!� auf a00 : (� nR) unda; a0 2 R(a00) in A0 anwendbar, so ist level(a) = level(a0) = level(a00) + jRj und a 6=a0 62 A0. In einer aus A0 abgeleiteten ABox A werden dann ebenfalls nur Elementemit gleichem Level identi�ziert. Also besitzt jedes Element x 2 �A einen eindeutigenLevel level(x). Dieser Level ergibt sich f�ur Individuen aus der Levelfunktion derzul�assigen Ausgangs-ABox A0 und f�ur Variablen aus A aus der Erweiterung dieserLevelfunktion auf A. �Lemma 2.30Sei A0 eine zul�assige Ausgangs-ABox. Dann gilt f�ur jede ABox A mit A0 �!� Aund jeden Rollenterm Ry 2 R(x) in A =) level(y) = level(x) + jRj: �yBeweis:Man zeigt die Behauptung durch vollst�andige Induktion �uber der Anzahl n derRegelanwendungen, mit denen A aus A0 abgeleitet wird.n = 0 : Da A0 zul�assig ist, folgt die Behauptung mit Bemerkung 2.28.n �! n + 1 : Hier zeigt man die Behauptung durch eine Fallunterscheidung �uberdie Regeln aus Abbildung 2.2.� An �! An+1 mit �!2 f�!u;�!t;�!8g:Die Menge der Rollenassertionen in An+1 ist gleich der Menge der Rol-lenassertionen in An, also folgt die Behauptung aus der Induktionsvor-aussetzung.� An �!9 An+1 = An [ fxRy; y : Cg:Aus der De�nition der 9-Regel folgt, da� y nicht in Rollenketten von x0nach y0 in An+1 mit x0; y0 2 �An+1 n fyg auftritt. Also folgt f�ur Rollenket-ten von x0 nach y0 in An+1 mit x0; y0 2 �An+1 n fyg die Behauptung perInduktion. F�ur x0 2 �An+1 n fyg und y ist jede Rollenkette in An+1 von x0nach y von der Form x0RxRy. Mit der Induktionsvoraussetzung und derDe�nition der Levelfunktion zu An+1 folgtlevel(y) = level(x0) + jRj+ 1 = level(x0) + jR �Rj:



48 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)Es gibt o�ensichtlich keine Rollenkette in An+1, die mit y beginnt. Dahersind dies alle F�alle.� An �!� An+1 = An [ fxR1y1; y1R2y2; : : : ; ym�1Rmymg[ fym 6= z j z 2 (R1�: : :�Rm)(x) in Ang:Aus der De�nition der �-Regel folgt, da� kein yi in einer Rollenkette vonx0 nach y0 in An+1 mit x0; y0 2 �An+1 nfy1; : : : ; ymg auftritt. Also folgt f�urRollenketten von x0 nach y0 in An+1 mit x0; y0 2 �An+1 n fy1; : : : ; ymg dieBehauptung per Induktion. F�ur yi und x0 2 �An+1 n fy1; : : : ; ymg ist jedeRollenkette in An+1 von x0 nach yi von der Form x0RxR1y1 : : : yi�1Riyi.Mit der Induktionsvoraussetzung und der De�nition der Levelfunktion zuAn+1 folgtlevel(yi) = level(x0) + jRj+ i = level(x0) + jR �R1�: : :�Rij:F�ur yi; yj 2 fy1; : : : ; ymg mit i < j existiert nur die (Ri+1 � : : :�Rj)-Rollenkette von yi nach yj in An+1. Mit der De�nition der Levelfunktionfolgt level(yj) = level(yi) + jRi+1�: : :�Rjj:Wiederum gibt es keine Rollenketten, die mit einem yi beginnen, alsosind dies alle F�alle.� An �!� An+1 = An[x=y]:Die �-Regel werde auf die Assertion z : (� kR) 2 An und x; y 2 R(z)angewendet. Mit der Induktionsvoraussetzung folgtlevel(x) = level(y) = level(z) + jRj:F�ur Rollenketten aus An+1, die auch in An sind, folgt die Behauptungmit der Induktionsvoraussetzung.Rollenketten x0R1x1 : : : xm�1Rmxm aus An+1, die nicht in An sind, sindvon der Form x0R0yR00xm mit{ x0R0x und yR00xm in An oder{ x0R0y und xR00xm in An.Mit der Induktionsvoraussetzung folgtlevel(xm) = level(y) + jR00j = level(x0) + jR0j+ jR00j: �Lemma 2.31Sei A0 eine zul�assige Ausgangs-ABox und A aus A0 abgeleitet. Dann gilt f�ur jedesElement x 2 �A 0 � level(x) � maxdepth + j�A0 j =: m0: �y



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 49Beweis:F�ur ein Individuum a 2 �A0 folgt mit Bemerkung 2.280 � level(a) � j�A0 j.Mit Bemerkung 2.29 und Lemma 2.30 folgt, da� jedes Element einen eindeutigenLevel besitzt und da� sich der Level eines Elementes aus A nicht durch weitereRegelanwendungen auf A �andert. Mit Lemma 2.16 folgt, da� f�ur jede Variable x ausA ein Individuum a 2 �A0 und ein Rollenterm R existiert mit� 1 � jRj � maxdepth,� x 2 R(a) und� level(x) = level(a) + jRj.Damit folgt 0 � level(x) � j�A0 j+maxdepth: �Mit Hilfe des Begri�s der zul�assigen Ausgangs-ABox und den Aussagen in den Lem-mata 2.30 und 2.31 l�a�t sich der Terminierungsbeweis aus [BS96] auf den Konsi-stenzalgorithmus �ubertragen.Der TerminierungsbeweisLemma 2.32Der Algorithmus in Abbildung 2.3 terminiert, falls die Ausgangs-ABox A0 zul�assigist. �yBeweis:Man de�niert eine Abbildung �, die einer ABox A ein 5(m0 + 1)-Tupel �uber INzuweist und zeigt folgende Behauptung:A �! A0 =) �(A) � �(A0) (�)Dabei bezeichnet � die lexikographische Ordnung auf IN5(m0+1). Aus (�) folgt danndie Behauptung des Lemmas:Angenommen, der Algorithmus terminiert nicht. Dann existiert eine unendliche Fol-ge von ABoxen mitA0 �! A1 �! � � � und �(Ai) � �(Ai+1) f�ur alle i � 0:Damit bilden die �(Ai) bzgl. � eine unendliche absteigende Folge im Widerspruchzur Wohlfundiertheit von �.Zur De�nition der Abbildung �: Sei A eine aus A0 abgeleitete ABox. Dann sei�(A) := (�0; � � � ; �m0);mit �l = (kl;1; kl;2; kl;3; kl;4; kl;5) 2 IN5 und



50 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)� kl;1 = Anzahl der Elemente x in A mit level(x) = l.� kl;2 = Summe der und/oder-Gr�o�en jCju;t aller Assertionen x : C, auf die�!u oder �!t in A anwendbar ist, mit level(x) = l.� kl;3 steht f�ur die Summe der fehlenden Anwendungen der �-Regel: zu einerAssertion x : (� nR1�: : :�Rm) bezeichne kx die maximale Gr�o�e aller MengenM von (R1� : : :�Rm)-Nachfolgern von x, f�ur die xi 6= xj 2 A f�ur alle Paareverschiedener Elemente xi; xj aus M gilt. Dann setze rx := n�kx, falls n � kxund rx := 0 sonst. kl;3 ist gleich der Summe aller rx zu Assertionen x : (�nR1�: : :�Rm) mit level(x) = l.� kl;4 = Anzahl aller Assertionen x : 9R:C 2 A mit level(x) = l und die 9-Regelist auf x : 9R:C in A anwendbar.� kl;5 = Anzahl aller Paare x : (8R:C); xRy aus A mit level(x) = l auf die die8-Regel anwendbar ist.Zum Beweis der Behauptung (�) zeigt man f�ur jede Vervollst�andigungsregel ausAbbildung 2.2, da� aus A �! A0 stets �(A) � �(A0) folgt.1. Konjunktionsregel: A �!u A0Die Regel werde auf x : C1 u C2 angewendet und es seien l = level(x) und �lbzw. �0l die mit Level l in A bzw. A0 assoziierten 5-Tupel.Da die u-Regel weder die Anzahl noch den Level von Elementen �andert, bleibendie ersten Komponenten gleich. Die zweite Komponente von �0l ist kleiner alsdie von �l, da �!u in A0 nicht mehr auf x : C1 uC2 anwendbar ist und jC1 uC2ju;t > jC1ju;t + jC2ju;t gilt. Da ein lexikographischer Vergleich statt�ndet,ist eine Erh�ohung der Werte in den letzten drei Komponenten von �0l und inTupeln �0m, mitm > l vernachl�assigbar. Betrachte also noch Tupel �m mitm <l. Die ersten drei Komponenten dieser Tupel bleiben stets unver�andert, dieletzten beiden Werte bleiben gleich oder werden kleiner. Dies ist genau dannm�oglich, wenn Assertionen yRx; y : (8R:C 0) (oder y : 9R:C 0) in A existierenmit level(y) = l � 1 und C 0 2 fC1; C2g.2. Disjunktionsregel: A �!t A0F�ur diese Regel l�a�t sich die Behauptung wie f�ur die Konjunktionsregel zeigen.3. Werterestriktion: A �!8 A0Die Regel werde auf x : 8R:C; xRy angewendet und es seien l = level(x) und�l bzw. �0l die mit Level l in A bzw. A0 assoziierten 5-Tupel.Die ersten drei Komponenten von �0l bleiben gegen�uber �l unver�andert, dievierte Komponente bleibt gleich oder wird kleiner (falls A Assertionen zR0yund z : 9R0:C enth�alt) und die f�unfte Komponente wird kleiner, da �!8 nichtmehr auf das Paar x : 8R:C; xRy anwendbar ist.Mit Lemma 2.30 folgt level(y) = level(x) + 1. Also vergr�o�ert sich durch die



2.2. DAS KONSISTENZPROBLEM 51neue Assertion y : C in A0 h�ochstens das Tupel �0l+1. Durch den lexikogra-phischen Vergleich brauchen �Anderungen in Tupeln �0m mit m > l aber nichtber�ucksichtigt zu werden.Alle Tupel �0m mit m < l bleiben gegen�uber �m unver�andert, da y nur direkteVorfahren mit Level l hat.4. Existenzrestriktion: A �!9 A0Die Regel werde auf x : 9R:C angewendet und es seien xRy und y : C dieneuen Assertionen in A0, l = level(x) und �l bzw. �0l die mit Level l in A bzw.A0 assoziierten 5-Tupel.O�ensichtlich bleiben die ersten beiden Komponenten von �0l gegen�uber �lgleich, ebenso die dritte Komponente, da die neue Variable y in keiner Un-gleichheitsassertion auftritt. Die vierte Komponente wird kleiner, also ist einem�ogliche Erh�ohung der f�unften Komponente irrelevant und ebenso m�ogliche�Anderungen in Tupeln �0m mit m > l. Insbesondere folgt wiederum mit Lem-ma 2.30, da� level(y) = level(x) + 1 ist, so da� sich h�ochstens das Tupel �0l+1gegen�uber �l+1 vergr�o�ert.Tupel �0m mit m < l werden durch die Anwendung von �!9 auf Level l nichtge�andert. Insbesondere bleibt auch hier jeweils die dritte Komponente gleich,da die neue Variable y in keiner Ungleichheitsassertion auftritt.5. Zahlenrestriktion: A �!� A0Die Regel werde auf x : (� n R1�: : :�Rm) angewendet und es seien l = level(x),xR1y1; y1R2y2; � � � ; ym�1Rmym die neuen Rollenassertionen in A0 und �l bzw.�0l die mit Level l in A bzw. A0 assoziierten 5-Tupel.Wie bei der 9-Regel bleiben die ersten beiden Komponenten von �0l gegen�uber�l gleich. Die dritte Komponente wird kleiner, da die neue Variable ym denmaximalen Mengen paarweise unterschiedener (R1 � : : :�Rm)-Nachfolger vonx hinzugef�ugt wird. Die vierte Komponente bleibt gleich und die m�oglicheErh�ohung der f�unften Komponente sowie �Anderungen in Tupeln �0m mitm > lsind wiederum irrelevant. Auch hier gilt level(yi) = level(x) + i.Tupel �0m mitm < l bleiben entweder unver�andert oder die dritte Komponentewird auf Grund der neuen Ungleichheitsassertionen kleiner.6. Zahlenrestriktion: A �!� A0Die Regel werde auf x : (� n R1 � : : :�Rm) angewendet und es seien A0 =A[y1=y2], l = level(x) und �l bzw. �0l die mit Level l in A bzw. A0 assoziierten5-Tupel.Mit Lemma 2.30 folgt level(y1) = level(y2) = level(x) +m. Also wird auf Levell + m die erste Komponente des Tupels �0l+m gegen�uber �l+m kleiner, soda��Anderungen in den anderen Komponenten oder folgenden Tupeln irrelevantsind.Die Tupel �0r mit r < l+m bleiben gleich oder werden kleiner. Komponentenin �l+m und �l+m�1 werden eventuell kleiner, weil y2 in A0 neben seinen As-sertionen aus A auch noch die von y1 erh�alt. Da durch das Identi�zieren keine



52 KAPITEL 2. DIE SPRACHE ALCN (�)Assertionen entfernt werden, bleiben alle zuvor erf�ullten Werte- und Existenz-restriktionen erf�ullt. Die dritte Komponente der Tupel �r erh�oht sich nicht,weil y1 6= y2 nicht in A ist (sonst w�aren y1; y2 nicht identi�ziert worden), soda� keine der Mengen M paarweise unterschiedener Nachfolger kleiner wird.�Bemerkung 2.33Der Beweis von Lemma 2.32 liefert o�ensichtlich auch einen Beweis zu Punkt (4)von Lemma 2.2. Im Falle des Erf�ullbarkeitsalgorithmus ist die Ausgangs-ABox A0 =fx0 : C0g o�ensichtlich zul�assig. Die Levelfunktion zu A0 weist x0 den Wert 0 zuund der Level einer Variablen x 2 �A mit A0 �!� A ist gleich der L�ange einerRollenkette von x0 nach x in A. �Das EntscheidbarkeitsresultatMit den Aussagen in Lemma 2.4 und 2.32 l�a�t sich nun folgendes Entscheidbarkeits-resultat zeigen:Theorem 2.34F�ur die Klasse der gem�a� De�nition 2.26 zul�assigen ALCN (�)-ABoxen ist das Kon-sistenzproblem entscheidbar. �yBeweis:Der Beweis von Theorem 2.34 verl�auft analog zum Beweis von Theorem 2.1 aufSeite 22. �



Kapitel 3Die Sprache ALC + (vn)Mit Hilfe von Role-Value-Maps formuliert man f�ur ein Objekt a Bedingungen an dieArt der Beziehungen zwischen a und anderen Objekten. Eine Beziehung wird durcheinen Rollenterm R = R1�: : :�Rm mit m � 1 und Rollennamen Ri beschrieben.Role-Value-Maps sind sehr ausdrucksstark. Unterabschnitt 3.1 zeigt, da� f�ur dieSprache ALC + (v) das Subsumtionsproblem und damit auch das Erf�ullbarkeitspro-blem unentscheidbar ist. F�ur den in Abschnitt 3.1 skizzierten Beweis ist es aberentscheidend, Konzeptterme der Form (R1�: : :�Rn v S1�: : :�Sm) f�ur beliebige Wertem;n � 1 de�nieren zu k�onnen. F�ur ALC + (vn) geht dieser Beweis nicht durch, daALC + (vn) die Levelstruktur-Eigenschaft hat.In Abschnitt 3.2 wird untersucht, ob das Erf�ullbarkeitsproblem und (wegen Abschlu�unter Negation) auch das Subsumtionsproblem f�ur ALC + (vn) entscheidbar ist. Da-bei st�utzt man sich wieder auf ein regelbasiertes Verfahren ab, dessen Vervollst�andi-gungsregeln zu einem erf�ullbaren ALC + (vn)-Konzept C eine ABox erzeugen, durchdie sich ein kanonisches Modell de�nieren l�a�t. Dabei ergeben sich aber wie im Fal-le des Konsistenzproblems f�ur ALCN (�) Probleme mit der Terminierung, d.h., manerh�alt im allgemeinen unendliche kanonische Modelle. Ausgehend von solchen spe-ziellen Modellen folgen dann der Nachweis der Endlichen-Modell-Eigenschaft unddamit die gew�unschten Entscheidbarkeitsresultate f�ur Fragmente von ALC + (vn).3.1 Das UnentscheidbarkeitsresultatDer folgende Satz formuliert das Unentscheidbarkeitsresultat f�ur ALC + (v).Theorem 3.1F�ur die Sprache ALC + (v) ist das Subsumtionsproblem und das Erf�ullbarkeitspro-blem unentscheidbar. �yBeweisskizze:Die Beweisidee stammt aus [Sch89] und aus den Ergebnissen dieses Artikels ergibt53



54 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)sich leicht ein vollst�andiger Beweis zu Theorem 3.1. Deshalb beschr�ankt man sichim folgenden auf eine Beweisskizze und zeigt zus�atzlich, warum der Beweis f�ur dieTeilsprache ALC + (vn) von ALC + (v) nicht durchgeht.In [Sch89] wird bewiesen, da� das Subsumtionsproblem f�ur Konzeptterme unent-scheidbar ist, die aufgebaut sind unter Verwendung der folgenden Konstruktoren:� Konjunktion C1 u C2� Werterestriktion 8R:C� Role-Value-Maps f�ur Rollen mit Komposition (R1�: : :�Rn = S1�: : :�Sm)Dabei steht (R1�: : :�Rn = S1�: : :�Sm) als Abk�urzung f�ur den Term (R1�: : :�Rn vS1 � : : :�Sm) u (S1 � : : :�Sm v R1 � : : :�Rn). Bei Konzepttermen, die �uber dieseKonstruktoren aufgebaut sind, handelt es sich also um ALC + (v)-Konzeptterme.Man zeigt nun zuerst, da� sich das Wortproblem f�ur Gruppen auf das Subsumtions-problem f�ur ALC + (v)-Konzeptterme reduzieren l�a�t.De�nition 3.2 (Wortproblem f�ur Gruppen)Es sei � ein endliches Alphabet und S = f(u1; v1); : : : ; (un; vn)g � �+ � �+ einThue-System.Man de�niert die Relation �!S � �+ � �+ durchu �!S v gdw 9(ui; vi) 2 S 9x; y 2 �� :u = xuiy und v = xviy.Die Kongruenzrelation � !S auf �+ ist de�niert als der re
exive, transitive, symme-trische Abschlu� von �!S , d.h.,u � !S v gdw u = v oder es ex. u0; : : : ; un, n � 1, mitu0 = u; un = v und ui �!S ui+1 oder ui+1 �!S uiDie durch S de�nierte Halbgruppe sei HS := �+= � !S mit� Tr�agermenge = Menge der � !S -�Aquivalenzklassen[u] = fv 2 �+ j u � !S vg und� assoziativer Operation � : [u] � [v] := [uv].Das System S ist eine Gruppenpr�asentation, wenn HS eine Gruppe ist, d.h., ein neu-trales Element und zu jedem Element ein Inverses existiert. Unter demWortproblemf�ur S versteht man das folgende Problem:



3.1. DAS UNENTSCHEIDBARKEITSRESULTAT 55gegeben: u; v 2 �+Frage: Gilt u � !S v? �In [Boo59] wird gezeigt, da� es eine endliche Gruppenpr�asentation S gibt, f�ur diedas Wortproblem unentscheidbar ist. Es sei nun S so ein System mit� � = fR1; : : : ; Rng� S = f(u1; v1); : : : ; (um; vm)gsowie u0; v0 2 �+.Man konstruiert nun Konzeptterme CS und Cu0v0 so, da� gilt:CS v Cu0v0 () u0 � !S v0 (�)Da die Konstruktion der Konzeptterme CS und Cu0v0 e�ektiv ist, folgt mit der Be-hauptung (�) das Gew�unschte:Angenommen, das Subsumtionsproblem f�ur ALC + (v) w�are entscheidbar. Dannw�are auch das Wortproblem f�ur die betrachtete endliche Gruppenpr�asentation ent-scheidbar. Dies steht aber im Widerspruch zur Wahl von S als eine endliche Grup-penpr�asentation mit unentscheidbarem Wortproblem. Also ist auch das Subsumti-onsproblem f�ur ALC + (v) unentscheidbar.Es bleibt der Beweis der Behauptung (�) und die De�nition der Konzeptterme CSund Cu0v0 . Der Beweis von (�) ergibt sich leicht aus den Aussagen und der Vor-gehensweise in [Sch89] und liefert f�ur das Folgende keine wesentlichen Erkenntnis-se. Deshalb wird hier auf diesen Beweis verzichtet. Da sich aus der Konstruktionder Konzepte CS und Cu0v0 leicht folgern l�a�t, warum Theorem 3.1 nicht auch f�urALC + (vn) gelten mu�, wird im folgenden noch auf diesen Punkt eingegangen.Zur De�nition von CS und Cu0v0 verwendet man die Elemente R1; : : : ; Rn des Al-phabets und eine zus�atzliche, "universelle" Rolle R als Rollennamen.Ein Konzept C de�niert eine universelle Rolle R, wenn f�ur jedes Modell I f�ur Cund jede Instanz a von C in I jeder S-Nachfolger von a auch R-Nachfolger von ain I ist.11In CS stimmt das nicht ganz, da man nicht R � R = R als Subkonzept von CS hat. Also istnicht notwendig jeder R �R-Nachfolger auch R-Nachfolger ist in einem Modell von CS .



56 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)1: CS := (R �R1 = R) u : : : u (R �Rn = R) u8R:((u11�: : :�u1k1 = v11�: : :�v1l1)u...(um1�: : :�umkm = vm1�: : :�vmlm))2: Cu0v0 := 8R:(u01�: : :�u0k0 = v01�: : :�v0l0)Die Idee hinter diesen De�nitionen ist die folgende:uj1�: : :�ujkj = v1j�: : :�vjlj sorgt daf�ur, da� eine �!S -Ersetzung simuliert wird. Damitdiese einfache Idee durchgeht, ben�otigt man aber noch die Teilterme 8R: � � � undR �Ri = R, da man ansonsten nur Ersetzungen am Wortanfang simulieren w�urde.Beispiel 3.3Es seien � = fR1; R2; R3g und S = f(R1; R2)g. Dann gilt� R1R3 � !S R2R3� R3R1 � !S R3R2� (R1 = R2) v (R1 � R3 = R2 � R3), denn jedes Modell von R1 = R2 ist auchModell von R1 �R3 = R2 �R3:Sei I = (�I ; �I) Modell von R1 = R2. Dann gilt f�ur alle d 2 (R1 = R2)I :RI1(d) = RI2(d) und es folgt (R1 �R3)I(d) = (R2 �R3)I(d) und d 2 (R1 �R3 =R2 �R3)I . Also ist I auch Modell von (R1 �R3 = R2 �R3).� (R1 = R2) 6v (R3 � R1 = R3 � R2), denn f�ur ein d 2 (R1 = R2)I giltRI1(d) = RI2(d), aber f�ur ein (d; d0) 2 RI3 mu� RI1(d0) = RI2(d0) nicht gelten.Abbildung 3.2 zeigt eine Interpretation I, die Modell von (R1 = R2) aber nichtvon (R3 �R1 = R3 �R2) ist. �
RI3 RI3 RI2RI1RI3

RI3 di 62 (R3 �R1 = R3 �R2)I , denn(R3 �R1)I (di) = fd2g undf�ur i = 0; : : : ; 3Es ist (R1 = R2)I = fd0; d2; d3g, aber(R3 �R2)I (di) = fd3gd0 d3d2d1Abbildung 3.1: Gegenbeispiel ohne universelle RolleDie Teilterme (R�Ri = R) sorgen nun daf�ur, da� man ausgehend von einem d0 2 CISnicht nur den Anfang sondern jede Stelle in der Rollenkette mit einem RI-Schritterreichen kann. Durch den 8R:-Teilterm erf�ullt dann jeder (R�R1�: : :�Rk)I-Nachfolgerd von d0 die Role-Value-Maps, die genau die Gleichungen aus S beschreiben. Alsokann an jeder Stelle in der Rollenkette ein Ersetzungsschritt simuliert werden.



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 57Beispiel 3.4 (Beispiel 3.3 Fortsetzung)Mit den Voraussetzungen aus Beispiel 3.3 erh�alt manCS := (R �R1 = R) u (R �R2) u (R �R3)u8R:(R1 = R2) ;Cu0v0 := 8R:(R3 �R1 = R3 �R2)und in jedem Modell I von CS gilt f�ur d0 2 CIS: ist (d0; d0) 2 (R � R3)I , so ist(d0; d0) 2 RI und damit gilt RI1(d0) = RI2(d0). Abbildung 3.2 verdeutlicht dieseSituation. �d0 2 CIS d d0RIRI RI3
Abbildung 3.2: Modelle mit universeller RolleDie Beispiele 3.3 und 3.4 zeigen, da� man bei der oben skizzierten Vorgehensweisezur Reduktion des Wortproblems auf das Subsumtionsproblem f�ur ALC + (v) in derLage sein mu�, unterschiedlich lange Rollenketten von einem Individuum zu einemanderen zu erzwingen. In ALC + (v) ist dies o�ensichtlich m�oglich, in ALC + (vn)aber nicht. Die Konzepte CS und Cu0v0 sind keine ALC + (vn)-Konzepte, also l�a�tsich der soeben skizzierte Beweis von Theorem 3.1 nicht auf ALC + (vn) �ubert-ragen. Es wird sich sogar zeigen, da� ALC + (vn) wie ALCN (�) die Levelstruktur-Eigenschaft besitzt. Also hat man gar nicht die M�oglichkeit, unter Verwendung derin ALC + (vn) erlaubten Konstruktoren Konzepte zu de�nieren, die unterschiedlichlange Pfade zwischen einer Instanz und einem Nachfolger erzwingen.3.2 Das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur ALC + (vn)In diesem Abschnitt wird das Erf�ullbarkeitsproblem f�urALC + (vn) untersucht. Manformuliert ein Vervollst�andigungsverfahren, das f�ur ein ALC + (vn)-Konzept C0 inNNF ausgehend von fx0 : C0g versucht, eine vollst�andige und o�ene ABox A zuerzeugen, aus der sich dann ein kanonisches Modell zu C0 konstruieren l�a�t.3.2.1 Der Vervollst�andigungsalgorithmus f�ur ALC + (vn)Man greift auf den Erf�ullbarkeitsalgorithmus in Abbildung 2.1 zur�uck, wobei mannun stattALCN (�)-KonzepteALC + (vn)-Konzepte als Eingabe erwartet. Abbildung3.3 fa�t die Vervollst�andigungsregeln f�ur ALC + (vn)-ABoxen zusammen.Gegen�uber den Vervollst�andigungsregeln aus Abbildung 2.2 ergeben sich nat�urlicheinige �Anderungen. Die Vervollst�andigungsregeln f�ur die Konstruktoren � und �



58 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)
1. Konjunktion:falls x : (C1 u C2) 2 A und x : C1 62 A oder x : C2 62 A, dannA �!u A [ fx : C1; x : C2g2. Disjunktion:falls x : (C1 t C2) 2 A und x : C1 62 A und x : C2 62 A, dannA �!t A1 = A [ fx : C1gA �!t A2 = A [ fx : C2g3. Werterestriktion:falls x : (8R:C) 2 A f�ur ein R 2 NR; xRy 2 A und y : C 62 A, dannA �!8 A [ fy : Cg4. Existenzrestriktion:falls x : (9R:C) 2 A f�ur ein R 2 NR und es gibt kein y mit xRy 2 Aund y : C 2 A, dannA �!9 A [ fxRz; z : Cgf�ur eine neue Variable z 2 � n �A5. Positive Role-Value-Maps:falls x : (R1� : : :�Rm v S1� : : :�Sm) 2 A und es ex. ein y in A mity 2 (R1�: : :�Rm)(x) und y 62 (S1�: : :�Sm)(x), dannA �!v A [ fxS1y2; ym�1Smyg [ fyiSiyi+1 j 2 � i < m� 1gf�ur neue Variablen y2; : : : ; ym�1 aus � n �A6. Negative Role-Value-Maps:falls x : :(R1�: : :�Rm v S1�: : :�Sm) 2 A und es ex. kein y in A mity 2 (R1�: : :�Rm)(x) und :(x (S1�: : :�Sm) y) 2 A, dannA �!6v A [fxR1y2g [ fyiRiyi+1 j 2 � i � m� 1g[ f:(x (S1�: : :�Sm) ym)gf�ur neue Variablen y2; : : : ; ym aus � n �AAbbildung 3.3: Vervollst�andigungsregeln f�ur ALC + (vn)



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 59werden ersetzt durch Regeln zur Behandlung von Konzepten der Form (R v S)und :(R v S).Bemerkung 3.5 (zur Idee hinter den Regeln �!v und �!6v)Um eine Assertion der Form x : (R v S) 2 A zu erf�ullen, mu� o�ensichtlich jederR-Nachfolger von x auch ein S-Nachfolger von x sein, d.h., hat x einenR-Nachfolgery in A, der noch kein S-Nachfolger von x ist, so erzeugt man eine S-Rollenkette vonx nach y, so da� y zum S-Nachfolger von x wird.Um eine Assertion der Form x : :(R v S) 2 A zu erf�ullen, ben�otigt man einenexpliziten R-Nachfolger y von x, der kein S-Nachfolger von x werden darf. Da-zu f�uhrt man einen neuen R-Nachfolger y von x zusammen mit einer Assertion:(xS y) ein. Wird durch weitere Regelanwendungen y zum S-Nachfolger von x, soist x : :(R v S) nicht mehr erf�ullt. Da man aber einen neuen R-Nachfolger ein-gef�uhrt hat, w�urde nun auch jeder weitere, neu erzeugte R-Nachfolger von x zumS-Nachfolger, so da� die Assertion x : :(R v S) nie erf�ullt werden kann. Wird alsoein einmal eingef�uhrter Zeuge y f�ur eine Assertion x : :(R v S) zum S-Nachfolgervon x, so liefert die S-Rollenkette von x nach y zusammen mit der Assertion :(xS y)einen clash und die ABox ist inkonsistent. �Beispiel 3.6Das Beispiel in Abbildung 3.4 zeigt, da� eine Variable x, zu der eine Assertionx : :(R v S) existiert, auch R-Nachfolger haben kann, die zugleich S-Nachfolgervon x sind. Das Beispiel zeigt au�erdem, da� man nicht bereits existierende R-Nachfolger von x als Zeugen f�ur x : :(R v S) wiederverwenden kann. Nachdem x2(R�R)- und (R�S)-Nachfolger von x0 ist, mu� man einen weiteren (R�R)-Nachfolgervon x0 erzeugen, damit die kanonische Interpretation die Assertion x0 : :(R � R vR � S) erf�ullt. �
x2 : A
RRy2:(x0 (R � S) y2)RR S
x0 : :(R �R v R � S);9R:(9R:A u (R v S))9R:A; (R v S)x1 : (9R:A u (R v S));y1

Abbildung 3.4: Zur Idee hinter der 6v-RegelWie f�ur ALCN (�) ergibt sich aus der De�nition der Vervollst�andigungsregeln, da�jede ABox A, die mit diesen Regeln aus A0 = fx0 : C0g abgeleitet wurde, eineLevelstruktur besitzt, denn:1. Jede Variable x 2 �A, x 6= x0, ist (R1 � � � � � Rm)-Nachfolger von x0 f�ur einenRollenterm der L�ange m � 1 und jede Rollenkette, die x0 und x verbindet,



60 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)hat L�ange m.Denn: Eine Variable x 6= x0 wird durch anwenden einer generierenden Regelerzeugt und ist o�ensichtlich ein Nachfolger von x0. F�ur Assertionen x : (R vS) in A gilt jRj = jSj. Durch anwenden der v-Regel auf x : (R v S) undy 2 R(x) erzeugt man also eine weitere Rollenkette von x nach y, die diegleiche L�ange hat wie die bereits existierenden Rollenketten von x nach y. F�ureinen Nachfahren y0 von y entstehen durch die �!v-Anwendung ebenfallsneue Rollenketten von x0 nach y0. Diese haben dann aber ebenfalls die gleicheL�ange wie bereits existierende Rollenketten von x0 nach y0.2. Ist x von x0 aus �uber Rollenketten der L�ange m erreichbar, so gilt f�ur jede As-sertion x : C inA, da� C maximal Rollentiefem0�m hat mitm0 = depth(C0).Damit ist m beschr�ankt durch m0.Beachte: Ausgehend von einem ALCN (�)-Konzept C0 in NNF gilt f�ur eine ABoxA, die aus fx0 : C0g mit den Vervollst�andigungsregeln aus Abbildung 2.2 abgelei-tet wurde, da� alle Rollenketten von x0 zu einer Variablen x in A von der Formx0R1x1R1x2 � � �xm�1Rmx f�ur festes m 2 f0; : : : ; m0g und feste Rollennamen Ri 2NR sind. Es kann allerdings verschiedene m�ogliche Zwischenindividuen x1; : : : ; xm�1geben. In den ALC + (vn)-ABoxen, die mit den Regeln aus Abbildung 3.3 ausfx0 : C0g abgeleitet wurden, gilt dies nicht mehr. Zwischen x0 und x k�onnen ver-schiedene Rollenketten existieren, d.h., ein x kann R- und S-Nachfolger von x0 seinmit R 6= S.Dennoch folgt aus dem ersten Punkt, da� jede Variable x 2 �A einen eindeutigenLevel level(x) besitzt. Aus dem zweiten Punkt folgt, da� dieser Level stets zwischen0 und m0 liegt.Zur Terminierung der iterierten RegelanwendungDa man an einem Entscheidungsverfahren interessiert ist, untersucht man f�ur denErf�ullbarkeitsalgorithmus wiederum Korrektheit, Vollst�andigkeit und Terminierung.Es gibt ALC + (vn)-Konzepte C0 in NNF, so da� ausgehend von A0 := fx0 : C0gunendliche Folgen von Regelanwendungen m�oglich sind. Beispiel 3.7 enth�alt zweisolcher Konzepte.Beispiel 3.7Es seiC1 := 9R:A u 8R:9R:A u (R �R v R � S) undC2 := :(R �R �R �R v S � S � S � S) u8R:(R � S �R v R �R �R) u(R �R �R v R �R � S)Ausgehend von fx0 : C1g erzeugt der Algorithmus nun durch unendliche Regelan-wendung eine ABox mit einer unendlichen Verzweigung. Zun�achst wird C1 durch�!u-Anwendungen in Teilkonzepte aufgebrochen, dann wird ein (R�R)-Nachfolger



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 61x2 von x0 erzeugt. Wegen x0 : (R � R v R � S) wird eine (R � S)-Rollenkette vonx0 nach x2 erzeugt und damit entsteht insbesondere ein neuer R-Nachfolger x3 f�urx0. Zu diesem ist wegen x0 : 8R:9R:A ein R-Nachfolger x4 zu generieren. x4 ist au-�erdem (R �R)-Nachfolger von x0, also mu� wiederum eine (R �S)-Rollenkette vonx0 nach x4 generiert werden und so weiter. Abbildung 3.5 verdeutlicht das Ergeb-nis dieser unendlichen Folge von Regelanwendungen. Man beachte, da�, wenn manden Teilterm 8R:9R:A durch den Term 8R::(R v S) ersetzt, ebenfalls eine unend-liche Folge von Regelanwendungen entsteht, bei der man durch unendlich-maligesAnwenden der 6v-Regel unendlich viele (R �R)-Nachfolger von x0 erzeugt.
x4 : A x6 : Ax2 : AR S R S R SR R R R R� � � � � �x1 : 9R:A;A x3 : 9R:A;A x5 : 9R:A;A x8 : A � � �� � �x7 : 9R:A;Ax0 : 9R:A u 8R:9R:A u (R �R v R � S)

Abbildung 3.5: Erstes Beispiel f�ur die NichtterminierungBei der Untersuchung des Konzeptterms C2 terminiert der Algorithmus ebenfallsnicht und erzeugt eine unendliche ABox. Das Ergebnis ist in Abbildung 3.6 darge-stellt. Interessant an diesem Beispiel ist, da� unendlich viele (R �R �R)-Nachfolgervon x0 ohne Anwendung der 9- oder 6v-Regel auf Nachfolger von x0 entstehen. Da-mit kann also jede der generierenden Regeln 4:; 5: und 6: daf�ur verantwortlich sein,da� immer wieder ein neuer R-Nachfolger einer Variable x erzeugt wird, f�ur denwiederum eine S-Rollenkette wegen x : R v S zu generieren ist. �3.2.2 Der Beweis �uber die Endliche-Modell-EigenschaftMan hat also �ahnlich wie in Abschnitt 2.2 das Problem, da� der Algorithmus nichtbei jeder iterierten Regelanwendung terminiert. Folglich stellt der Algorithmus mitden Vervollst�andigungsregeln aus Abbildung 3.3 kein Verfahren dar, da� das Erf�ull-barkeitsproblem f�ur ALC + (vn) entscheidet.Es l�a�t sich aber zeigen, da� der Erf�ullbarkeitsalgorithmus unter Ber�ucksichtigungeiner Fairne�annahmewiderlegungsvollst�andig ist, d.h., bei Eingabe eines KonzeptesC ein ggf. unendliches, kanonisches Modell erzeugt, falls C erf�ullbar ist und sonstmit Ausgabe "C ist unerf�ullbar." terminiert.Aus der Existenz eines widerlegungsvollst�andigen Verfahrens und dem Nachweisder Endlichen-Modell-Eigenschaft f�ur ALC + (vn) w�urde die Entscheidbarkeit desErf�ullbarkeitsproblems folgen.



62 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)
y1 : D1y2 y3y4

y5 : D1y6 y7y8
� � �

� � �
� � �R R R R � � �SS R R

x1 : D1x2x3x4mit D1 = (R � S �R v R �R �R)
� � �� � �
� � �

:(x0(S � S � S � S)x4)

x0 : C2

RR
RR RR R R

Abbildung 3.6: Zweites Beispiel f�ur die NichtterminierungLeider konnte die Endliche-Modell-Eigenschaft f�ur ALC + (vn) nicht nachgewiesenwerden. Aus dem Beweisversuch ergibt sich aber f�ur bestimmte Fragmente vonALC + (vn) der Nachweis der Endlichen-Modell-Eigenschaft, so da� man f�ur die-se Fragmente das Erf�ullbarkeitsproblem entscheiden kann.Zum Beweis der Widerlegungsvollst�andigkeit ben�otigt man noch den Begri� derfairen Regelanwendung:De�nition 3.8Sei C ein ALC + (vn)-Konzept und C0 das zu C �aquivalente Konzept in NNF. Dannhei�t die iterierte Regelanwendung durch den Vervollst�andigungsalgorithmus aufA0 = fx0 : C0g fair, wenn f�ur jeden Pfad A0 �! A1 �! � � � im Vervollst�andi-gungsbaum gilt:� Ist �!2 f�!t;�!u;�!9;�!6vg auf x : C in Ai anwendbar, so existiert einj > i, so da� �! in Aj nicht mehr auf x : C anwendbar ist.� Ist �!8 auf x : 8R:C; xRy in Ai anwendbar, so existiert ein j > i, so da��!8 in Aj nicht mehr auf x : 8R:C; xRy anwendbar ist.� Ist �!v auf x : (R v S); xR y in Ai anwendbar, so existiert ein j > i, so da��!v in Aj nicht mehr auf x : (R v S); xR y anwendbar ist. �Beispiel 3.9Die Fairne�annahme ist notwendig, um ein widerlegungsvollst�andiges Verfahren zuerhalten, denn:Ohne Ber�ucksichtigung der Fairne�annahme ist f�ur das KonzeptC0 = �A u :A�u�9R:A u 8R:9R:A u (R �R v R � S)�



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 63ausgehend von A0 = fx0 : C0g, wie in Beispiel 3.7 gezeigt, eine unendliche Folge vonRegelanwendungen f�ur das zweite Konjunkt m�oglich, ohne da� der o�ensichtlicheWiderspruch im ersten Konjunkt erkannt wird. Bei einer fairen Regelanwendung istaber sichergestellt, da� in jedem Pfad des Vervollst�andigungsbaumes irgendwanndie u-Regel auf die Assertion x0 : Au:A angewendet wird, so da� jeder Pfad nachendlich vielen Schritten mit einer geschlossenen Blattbeschriftung endet. �Bemerkung 3.10Man beachte, da� eine faire Regelanwendung stets m�oglich ist.Auf A0 = fx0 : C0g ist h�ochstens eine Regel anwendbar und bei jeder Regelan-wendung entstehen nur endlich viele Assertionen bzw. Paare von Assertionen, aufdie Regeln angewendet werden k�onnen. Dann l�a�t sich die Regelanwendung o�en-sichtlich so steuern (z.B. durch eine FiFo-Abarbeitung der Situationen), da� auf jededieser Situationen die entsprechende Regel nach endlich vielen Schritten angewendetwird. �Zur Korrektheit und Widerlegungsvollst�andigkeit des VerfahrensLemma 3.11Seien C0 ein ALC + (vn)-Konzept in NNF und A eine ABox, die mit den Ver-vollst�andigungsregeln aus fx0 : C0g abgeleitet wurde. Dann gilt:1. Ist �! auf A anwendbar, so gilt: A ist konsistent genau dann, wenn ein A0existiert mit A �! A0 und A0 ist konsistent.2. Ist A geschlossen, so ist A inkonsistent.3. Werden die Regeln fair angewendet, so ist der Algorithmus widerlegungs-vollst�andig, d.h., ist C0 unerf�ullbar, so terminiert der Algorithmus nach endlichvielen Regelanwendungen mit Ausgabe "C0 ist unerf�ullbar.", sonst erzeugt erein ggf. unendliches Modell zu C0. �yBeweis:zu Punkt (1): AufA sei eine Vervollst�andigungsregel aus Abbildung 3.3 anwendbar.F�ur eine Regel�! aus f�!u;�!t;�!8;�!9g folgt die Behauptung wie im Beweisvon Lemma 2.4. Es bleibt der Beweis der Behauptung f�ur die Regeln�!v und �!6v.Positive Role-Value-Maps: A �!v A0�!v wurde aufx : (R1�: : :�Rm v S1�: : :�Sm) undxR1x1; x1R2x2; : : : ; xm�1Rmxmin A angewendet und es sei



64 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)A0 = A[ fxS1y1; y1S2y2; : : : ; ym�1Smxmg.Wegen A � A0 ist jedes Modell I von A0 auch Modell von A.Sei also umgekehrt I ein Modell zu A. Dann l�a�t sich I wie folgt zu einemModell von A0 erweitern: I erf�ullt jede Assertion aus A, also gilt(xI ; xI1) 2 RI1 und (xIi ; xIi+1) 2 RIi+1 f�ur 1 � i � m� 1 undxI 2 (R1�: : :�Rm v S1�: : :�Sm)I:Also existieren Elemente b1; : : : ; bm�1 2 �I mit(xI ; b1) 2 SI1 , (bi; bi+1) 2 SIi+1 f�ur 1 � i � m� 2 und (bm�1; xIm) 2 SIm.Man de�niert nun I 0 wie I bis aufyI0i := bi ; 1 � i � m� 1:Damit erf�ullt I 0 jede Assertion aus A0, ist also ein Modell von A0.Negative Role-Value-Maps: A �!6v A0�!6v wurde aufx : :(R1�: : :�Rm v S1�: : :�Sm)in A angewendet und es seiA0 = A[ fxR1y1; y1R2y2; : : : ; ym�1Rmym; :(x (S1�: : :�Sm) ym)g.Wegen A � A0 ist jedes Modell I von A0 auch Modell von A.Sei also umgekehrt I ein Modell zu A. Dann l�a�t sich I wie folgt zu einemModell von A0 erweitern:I erf�ullt jede Assertion aus A, also giltxI 2 (:(R1�: : :�Rm v S1�: : :�Sm))I ;d.h., es existieren Elemente b1; : : : ; bm 2 �I mit(xI ; b1) 2 RI1 und (bi; bi+1) 2 RIi+1 f�ur 1 � i � m� 1 und(xI ; bm) 62 (S1�: : :�Sm)I:Man de�niert nun I 0 wie I bis aufyI0i := bi ; 1 � i � m� 1:Damit erf�ullt I 0 jede Assertion aus A0, ist also Modell von A0.zu Punkt (2): Ist A geschlossen, so enth�alt A einen clash der Form� fx : A; x : :Ag � A oder



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 65� :(xRy) 2 A und y ist R-Nachfolger von x in A.Damit existiert o�ensichtlich keine Interpretation I, die Modell von A ist, d.h., diejede Assertion aus A erf�ullt.zu Punkt (3): Zum Beweis der Behauptung zeigt man: Terminiert der Algorithmusbei fairer Regelanwendung nicht nach endlich vielen Schritten mit Ausgabe "C0 istunerf�ullbar", so ist C0 erf�ullbar.Aus der De�nition der Vervollst�andigungsregeln folgt, da� der Vervollst�andigungs-baum Verzweigungsgrad � 2 hat, da jede Regel au�er der Disjunktionsregel einenNachfolgerknoten im Baum liefert und die Disjunktionsregel zwei.Angenommen, der Algorithmus terminiert nicht nach endlich vielen Schritten mitAusgabe "C0 ist unerf�ullbar". Dann existiert ein PfadA0 �! A1 �! A2 �! � � �im Vervollst�andigungsbaum mit:Ai ist o�en und Ai � Ai+1 f�ur alle i � 0:Terminiert der Algorithmus nach endlich vielen Schritten mit Ausgabe "C0 ist erf�ull-bar.", so ist o�ensichtlich jeder solche Pfad endlich. Terminiert der Algorithmus nichtnach endlich vielen Schritten, so folgt mit dem Lemma von K�onig, da� ein solcherPfad existiert, der unendlich ist (da der Vervollst�andigungsbaum Verzweigungszahl2 hat.)Sei A1 := Si�0Ai die auf diesem Pfad erzeugte, o�ene ABox. Man zeigt nun, da� diedurch A1 induzierte kanonische Interpretation Modell von A1 ist.Man de�niert die kanonische Interpretation I1 = (4I1; �I1) von A1 durch� 4I1 := �A1 ,� AI1 := fx 2 4I1 j x : A 2 A1g f�ur A 2 NC und� RI1 := f(x; y) j xRy 2 A1g f�ur R 2 NR.Unter der zus�atzlichen Voraussetzung, da� die Regeln fair angewendet werden, giltnun folgende Behauptung:Behauptung: Die kanonische Interpretation I1 von A1 ist ein Modell von C0,d.h., es gilt CI10 6= ;.Zum Beweis dieser Behauptung zeigt man durch Induktion �uber den Aufbau vonALC + (vn)-Konzepttermen:x : C 2 A1 =) x 2 CI1:Wegen x0 : C0 2 A1 folgt dann die Behauptung. Sei also x : C 2 A1.



66 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)� C = A 2 NC:Aus der De�nition von I1 folgt x 2 AI1.� C = :A f�ur A 2 NC:Da A1 o�en ist, ist x : A nicht in A1. Aus der De�nition von I1 folgt x 62AI1, also x 2 (:A)I1.� C = C1 u C2:Wegen x : C 2 A1 = Si�0Ai existiert ein i mit x : C1 u C2 2 Ai. Aus derFairne�annahme folgt, da� dann auch ein j � i existiert, so da� �!u nichtmehr auf x : C1 u C2 in Aj � Ai angewendet werden kann, d.h., es giltfx : C1; x : C2g 2 Aj. Also folgt fx : C1; x : C2g 2 A1. Per Induktion giltx 2 CI11 und x 2 CI12 , also x 2 (C1 u C2)I1.� C = C1 t C2:Analog zum Fall C = C1 u C2 folgt x 2 (C1 t C2)I1.� C = 9R:C 0:Wie oben folgt, da� ein Index j existiert, so da� �!9 in Aj nicht mehr aufx : 9R:C 0 anwendbar ist. Also existiert ein y mit fxRy; y : C 0g � Aj � A1.Per Induktion folgt y 2 C 0I1 und damit x 2 (9R:C 0)I1.� C = 8R:C 0:Sei (x; y) 2 RI1 beliebig. Dann ist xRy 2 A1. Es folgt wiederum wie oben,da� ein Index j existiert, so da� �!8 in Aj nicht mehr auf das Paar x : 8R:C 0,xRy anwendbar ist. Also ist y : C 0 2 Aj � A1. Per Induktion folgt y 2 C 0I1.Da y als beliebigerR-Nachfolger von x in I1 gew�ahlt war, folgt x 2 (8R:C 0)I1.� C = (R v S):Sei y ein beliebigerR-Nachfolger von x in I1. Dann ist y auch einR-Nachfolgervon x in A1. Wie oben folgt: Es existiert ein Index i, so da� y R-Nachfolgervon x in Ai ist und es existiert ein Index j > i, so da� �!v in Aj nicht mehrauf x : (R v S) und y anwendbar ist. Also ist y auch ein S-Nachfolger von xin Aj � A1. Da y als beliebiger R-Nachfolger von x in I1 gew�ahlt war, folgtx 2 (R v S)I1 .� C = :(R v S):Es existiert ein Index i mit x : :(R v S) 2 Ai und ein Index j, so da� �!6vin Aj nicht mehr auf x : :(R v S) anwendbar ist, d.h., es existiert ein R-Nachfolger y von x in Aj mit :(xSy) 2 Aj. Dann ist y auch R-Nachfolger vonx in I1. Angenommen, y w�are auch S-Nachfolger von x in I1. Dann w�are yS-Nachfolger von x in A1 und :(xSy) 2 A1 im Widerspruch dazu, da� A1o�en ist. Also ist x 2 (:(R v S))I1. �



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 67Zum Nachweis der Endlichen-Modell-EigenschaftDie folgende De�nition f�uhrt die Fragmente vonALC + (vn) ein, f�ur die die Endliche-Modell-Eigenschaft im folgenden bewiesen wird.De�nition 3.12 (Die Fragmente ALUE + (vn) und F)Seien NC eine Menge von Konzeptnamen und NR eine Menge von Rollennamen.Die Menge der ALUE + (vn)-Konzepte enth�alt alle Konzepte, die aufgebaut sind�uber NC und NR unter Verwendung der Konstruktoren� primitive Negation (:A f�ur A 2 NC),� Konjunktion (C uD),� Disjunktion (C tD),� Werterestriktion (8R:C),� Existenzrestriktion (9R:C) und� Role-Value-Maps auf Rollenketten gleicher L�ange (R1�: : :�Rm v S1�: : :�Sm),wobei in Konzepten der Form 8R:C und 9R:C nur Rollennamen zugelassen sind.Bei der De�nition des Fragmentes F von ALC + (vn) schlie�t man alle ALC + (vn)-Konzepte aus, deren Negationsnormalform negative Role-Value-Maps als Subkon-zept einer Werterestriktion enthalten. Formal de�niert man F durch:Ein ALC + (vn)-Konzept C ist in F genau dann, wenn f�ur das zugeh�origeALC + (vn)-Konzept C0 in NNF gilt: F�ur alle 8R:C 0 2 Sub(C0) gilt: Sub(C 0)enth�alt keinen Konzeptterm der Form :(R v S). �Bemerkung 3.13Das Fragment F von ALC + (vn) ist entscheidbar, d.h., f�ur ein gegebenes KonzeptC aus ALC + (vn) kann man e�ektiv entscheiden, ob C in F liegt oder nicht. DasALC + (vn)-Konzept C0 in NNF zu C l�a�t sich mit den Regeln auf Seite 12 e�ektivbestimmen. F�ur ein ALC + (vn)-Konzept C0 in NNF ist die Menge Sub(C0) endlich,so da� man e�ektiv entscheiden kann, ob Sub(C0) keine Werterestriktionen enth�alt,die negative Role-Value-Maps als Subkonzept enthalten.O�ensichtlich ist die Menge der ALUE + (vn)-Konzepte echt in F und F wiederumecht in der Menge der ALC + (vn)-Konzepte enthalten.Da weder ALUE + (vn) noch F unter Negation abgeschlossen sind, l�a�t sich f�ur dieseFragmente vonALC + (vn) das Subsumtionsproblem nicht auf das Erf�ullbarkeitspro-blem reduzieren. Am Ende dieses Kapitels wird man aber ein weiteres Fragment vonALC + (vn) de�nieren, f�ur das die Entscheidbarkeit des Subsumtionsproblems aus



68 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)der Entscheidbarkeit des Erf�ullbarkeitsproblems f�ur das Fragment F vonALC + (vn)folgt. Dazu pr�uft man f�ur zwei Konzeptterme C;D aus diesem Fragment das Kon-zept C u :D auf Unerf�ullbarkeit. Da diese Konzepte C u :D im allgemeinen in Fund nicht in ALUE + (vn) liegen, ist man an der Entscheidbarkeit des Erf�ullbar-keitsproblems f�ur das Fragment F interessiert. �Beachte: Bei den in Beispiel 3.7 angegebenen Konzepten handelt es sich bei C1um ein ALUE + (vn)-Konzept und das Konzept C2 liegt in F . Also ist f�ur beideFragmente die Terminierung einer iterierten Regelanwendung nicht gegeben, so da�der Vervollst�andigungsalgorithmus mit den Regeln aus Abbildung 3.3 weder f�urALUE + (vn) noch das Fragment F ein Entscheidungsverfahren f�ur das Erf�ullbar-keitsproblem liefert.Man weist nun zun�achst f�ur das kleinere FragmentALUE + (vn) die Endliche-Modell-Eigenschaft nach. F�ur das Fragment F von ALC + (vn) ist dann die im Beweis desfolgenden Satzes de�nierte �Aquivalenzrelation noch geeignet zu verfeinern, um auchf�ur das gr�o�ere Fragment die Endliche-Modell-Eigenschaft nachzuweisen. Dabei las-sen sich aber wesentliche Aspekte des folgenden Beweises wiederverwenden.Satz 3.14ALUE + (vn) hat die Endliche-Modell-Eigenschaft, d.h., f�ur jedes ALUE + (vn)-Konzept C0 sind die folgenden Aussagen �aquivalent:1. C0 ist erf�ullbar, d.h., es existiert eine Interpretation I mit CI0 6= ;.2. C0 ist endlich erf�ullbar, d.h., es existiert eine endliche Interpretation I mitCI0 6= ;. �yBeweis:2: =) 1:: Diese Richtung ist trivial.1: =) 2:: Sei C0 erf�ullbar und es sei m0 := depth(C0). Gem�a� den Beweisen zu denPunkten (1) und (3) aus Lemma 3.11 existiert eine endliche oder unendliche FolgeA0 �! A1 �! A2 �! � � � von Regelanwendungen mit� Ai ist o�en und Ai � Ai+1 f�ur alle i � 0,� A1 = Si�0Ai ist o�en und� die durch A1 induzierte kanonische Interpretation I1 ist Modell zu C0.Ist A1 und damit auch I1 endlich, so ist nichts zu zeigen. Sei also I1 = (4I1; �I1)unendlich. Man de�niert nun eine �Aquivalenzrelation � auf 4I1 mit endlichemIndex und weiter eine endliche Interpretation �I mit Tr�agermenge 4�I = 4I1=�.Dann zeigt man, da� �I Modell von C0 ist.



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 69Zur De�nition der �Aquivalenzrelation auf �A1Bei der De�nition einer geeigneten �Aquivalenzrelation � auf �A1 ist die Mengeder Konzepte, die in den Assertionen eines Elementes auftreten, zu ber�ucksichtigen,um bei der �Aquivalenzklassenbildung die Entstehung von Widerspr�uchen der Form[x]� 2 C�I und [x]� 2 (:C)�I zu verhindern. Die Menge aller Konzepte, die inAssertionen zu x in A1 auftreten ist de�niert durch C(x) = fC j x : C 2 A1g.Das Beispiel in Abbildung 3.7 zeigt, da� auch der Level zweier Variablen x; x0 in A1bei der De�nition zu ber�ucksichtigen ist.

x4 : ARR
RR S SS S0 S0S0x5x6 x8x7

(R � S � S v S0 � S0 � S0)
x3 : 9R:Ax2 : 9R:9R:A(R � R � R v S � S � S) x0 : 9R:((R � R � R v S � S � S) u 9R:9R:9R:A);x1 : 9R:9R:9R:A;

Abbildung 3.7: Zur Bedingung an den Level.Sei I 0 die endliche Interpretation, die man erh�alt, wenn zur �Aquivalenzklassenbil-dung nur die Bedingung C(x) = C(x0) ber�ucksichtigt wird. Dann gilt im Beispiel ausAbbildung 3.7:� xI05 = xI06 ,� (xI05 ; xI05 ) 2 RI0,� (xI00 ; xI04 ) 2 (R � S � S)I0 und� (xI00 ; xI04 ) 62 (S 0 � S 0 � S 0)I0.Also folgt xI00 62 CI00 . Insbesondere ist I 0 kein Modell von A1, was darauf zur�uck-zuf�uhren ist, da� I 0 keine Levelstruktur hat.Eine Bedingung der Form level(x) = level(x0) in der De�nition von x � x0 ist abernicht ausreichend. Das Beispiel in Abbildung 3.8 zeigt, da� eine durch die BedingungC(x) = C(x0) und level(x) = level(x0)de�nierte, endliche Interpretation I 00 im allgemeinen kein Modell von A1 ist.



70 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)
x1 : 9R:A x0 : (R �R v R0 �R0) u (S � S v S0 � S0) u (R0 � S0 v T � T )u9R:9R:A u 9S:9S:Bx5 x6 x3 : 9S:Bx4 : Bx2 : AR SR SR0 S0S0R0

Abbildung 3.8: Zur Notwendigkeit einer st�arkeren Bedingung.Im Beispiel in Abbildung 3.8 gilt f�ur x5 und x6 level(x5) = level(x6) = 1 und C(x5) =C(x6) = ;, also gilt xI005 = xI006 und damit (xI000 ; xI002 ) 2 (R0 � S 0)I00, aber (xI000 ; xI002 ) 62(T � T )I00 . Damit ist xI000 62 (R0 � S 0 v T � T )I00 und I 00 kein Modell von C0.Die folgende induktive De�nition der �Aquivalenzrelation � auf �A1 ber�ucksichtigtdie Erkenntnisse aus den Beispielen und erm�oglicht stets die De�nition eines endli-chen Modells von A1 und damit von C0.De�nition 3.15Seien x; x0 2 �A1 . Dann gelte1. x �m0 x0 genau dann, wenn� level(x) = level(x0) = m0 und� C(x) = C(x0) und2. x �l x0 genau dann, wenn 0 � l < m0 und� level(x) = level(x0) = l,� C(x) = C(x0) sowie� f�ur alle xRy 2 A1 existiert ein x0Ry0 2 A1 mit y �l+1 y0 und� f�ur alle x0Ry0 2 A1 existiert ein xRy 2 A1 mit y0 �l+1 y.Es gelte x � x0 genau dann, wenn� level(x) = level(x0) = l und� x �l x0. �Da level(x) f�ur alle x 2 �A1 eindeutig de�niert ist, ist � wohlde�niert. Zun�achstzeigt man folgende Behauptung:Behauptung: � ist eine �Aquivalenzrelation mit endlichem Index.Beweis: Jede Variable x aus �A1 hat einen eindeutigen Level level(x) 2 f0; : : : ; m0g.Also zerf�allt die Menge �A1 in paarweise disjunkte Mengen �0; : : : ; �m0 mit �i = fx 2�A1 j level(x) = ig f�ur 0 � i � m0. Man zeigt nun durch Induktion �uber den Levell, da�



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 711. �l eine re
exive, symmetrische und transitive Relation auf �A1 ist und2. endlichen Index auf �l hat, d.h., die Elemente aus �l bilden nur endlich viele�l-�Aquivalenzklassen.Daraus folgt dann die Behauptung, denn: Jedes �l, 0 � l � m0 ist re
exiv, sym-metrisch und transitiv, also auch �. Da level(x) f�ur alle x 2 �A1 eindeutig be-stimmt ist und zwischen 0 und m0 liegt, ist �A1 = �0 �[ : : : �[ �m0 und �= m0Sl=0 �l sowie�A1= �= m0Sl=0 �l= �l. Also folgt aus 1: und 2:, da� es nur endlich viele �-Klassen gibt.Es bleibt der Beweis der Punkte 1: und 2: f�ur �0; : : : ;�m0 .� O�ensichtlich ist �m0 re
exiv, symmetrisch und transitiv. Eine �m0 -Klasse[x]�m0 = fx0 2 �m0 j x �m0 x0g ist eindeutig charakterisiert durch C(x) �Sub(C0). Da Sub(C0) endlich ist, bilden die Variablen aus �m0 nur endlich viele�m0 -Klassen.� Aus De�nition 3.15 folgt, da� f�ur alle x; x0 2 �l, 0 � l < m0, gilt: x �l x undx �l x0 () x0 �l x. Desweiteren gilt x �l x0; x0 �l x00 =) x �l x00, denn:o�ensichtlich ist level(x) = level(x0) = level(x00) und C(x) = C(x0) = C(x00). SeixRy 2 A1 Wegen x �l x0 existiert ein x0Ry0 2 A1 mit y �l+1 y0 und wegenx0 �l x00 existiert ein x00Ry00 2 A1 mit y0 �l+1 y00. Per Induktion folgt danny �l+1 y00. Analog folgt, da� zu x00Ry00 2 A1 ein xRy 2 A1 existiert mity00 �l+1 y. Also gilt x �l x00. Damit folgt, da� �l re
exiv, symmetrisch undtransitiv ist.Eine �l-Klasse [x]�l auf �l ist eindeutig charakterisiert durch{ die Menge der Konzeptassertionen von x in A1,C(x) � Sub(C0) und{ die Menge �(x) aller durch eine Assertion xRy 2 A1 von x aus erreich-baren �l+1-Klassen,�(x) = f�R; �(R; x)� j R 2 NR und �(R; x) = f[y]�l+1 j xRy 2 A1gg;mit �(x) � NR � 2�l+1=�l+1 .Sub(C0) sowie NR sind endlich und per Induktion ist �l+1= �l+1 und damitauch 2�l+1=�l+1 endlich, also hat �l endlichen Index auf �l.Zur De�nition der endlichen Interpretation �IMan de�niert die Interpretation �I = (4�I ; ��I) durch� 4�I := f[x]� j x 2 4I1g



72 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)� x�I := [x]�� A�I := f[x]� j x : A 2 A1g� R�I := f([x]�; [y]�) j ex. x0 2 [x]� und y0 2 [y]� mit x0Ry0 2 A1gDa C(x) = C(x0) f�ur [x]� = [x0]� gilt, ist �I eine wohlde�nierte Interpretation. Esbleibt zu zeigen: �I ist Modell von C0: (�)Dazu ben�otigt man folgende Hilfsaussage:Lemma 3.16Es seien y0; ym Variablen aus �A1 und ([y0]�; [ym]�) 2 R�I .Dann existiert ein y0m 2 �A1 mit y0m 2 R(y0) in A1 und y0m � ym. �yBeweis:Man zeigt die Behauptung durch Induktion �uber m = jRj.� m = 1 : Es sei ([y0]�; [y1]�) 2 R�I1 . Aus der De�nition von �I folgt, da� einy00 2 [y0]� und ein y01 2 [y1]� existiert mit y00R1y01 2 A1. Sei l = level(y0).Aus der De�nition von � folgt y0 �l y00. Also existiert ein y001 2 �A1 mity0R1y001 2 A1 und y001 �l+1 y01. Mit y01 � y1 und der De�nition von � folgty001 � y1.� m �! m+1 : Es sei ([y0]�; [ym+1]�) 2 (R1�R)�I . Aus der De�nition von �I folgt,da� ein [y1]� existiert mit ([y0]�; [y1]�) 2 R�I1 und ([y1]�; [ym+1]�) 2 R�I . Wieoben folgt, da� ein y00 2 [y0]� und ein y01 2 [y1]� existiert mit y00R1y01 2 A1.Wiederum wie oben folgt, da� wegen y0 � y00 ein y001 existiert mit y0R1y001 2 A1und y001 � y01. Also gilt y001 � y1 und damit ([y001 ]�; [ym+1]�) 2 R�I . Per Induktionfolgt, da� ein R-Nachfolger y0m+1 von y001 in A1 existiert mit y0m+1 � ym+1.Wegen y0R1y001 2 A1 ist y0m+1 ein (R1 � R)-Nachfolger von y0 in A1 mity0m+1 � ym+1. �Zum Beweis der Behauptung (�) zeigt man durch Induktion �uber den Aufbauvon ALUE + (vn)-Konzepttermen[x]� 2 C�I f�ur alle x : C 2 A1:Dann folgt wegen x0 : C0 2 A1 auch [x0]� 2 C�I0 , also ist �I ein endliches Modellvon C0.Sei also x : C 2 A1.



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 73� C = A 2 NC:Aus der De�nition von �I folgt [x]� 2 A�I .� C = :A f�ur A 2 NC:Da A1 o�en ist, ist x : A nicht in A1. Aus der De�nition von �I folgt [x]� 62A�I , also [x]� 2 (:A)�I .� C = C1 u C2:Aus der Fairne�annahme folgt x : C1 2 A1 und x : C2 2 A1. Per Induktionfolgt [x]� 2 C�I1 und [x]� 2 C�I2 , also [x]� 2 (C1 u C2)�I .� C = C1 t C2:Analog zum Fall C = C1 u C2 folgt [x]� 2 (C1 t C2)�I .� C = 9R:C 0:Wie oben folgt aus der Fairne�annahme, da� ein y 2 �A1 existiert mit xRy,y : C 0 2 A1. Per Induktion folgt [y]� 2 C 0�I und aus der De�nition von �I folgt([x]�; [y]�) 2 R�I , also [x]� 2 (9R:C 0)�I .� C = 8R:C 0:Sei [y]� 2 4�I ein beliebiger R-Nachfolger von [x]� in �I. Dann existiert einx0 2 [x]� und ein y0 2 [y]� mit x0Ry0 2 A1. Wegen x � x0 ist x0 : 8R:C 0 inA1 und auf Grund der Fairne�annahme auch y0 : C 0 2 A1. Wegen y � y0ist dann auch y : C 0 2 A1 und per Induktion folgt [y]� 2 C 0�I . Da [y]� alsbeliebiger R-Nachfolger gew�ahlt war, ist also [x]� 2 (8R:C 0)�I .� C = (R v S):Sei [y]� 2 4�I ein beliebigerR-Nachfolger von [x]� in �I, d.h., ([x]�; [y]�) 2 R�I .Dann folgt mit Lemma 3.16, da� ein R-Nachfolger y0 von x in A1 existiertmit y � y0. Mit der Fairne�annahme folgt, da� y0 auch S-Nachfolger von x inA1 ist. Also ist ([x]�; [y0]�) 2 S�I und mit [y0]� = [y]� folgt ([x]�; [y]�) 2 S�I .Da [y]� als beliebiger R-Nachfolger gew�ahlt war, ist [x]� 2 (R v S)�I . �Um auch f�ur das Fragment F von ALC + (vn) die Endliche-Modell-Eigenschaft wieim Beweis von Satz 3.14 zu zeigen, reicht die �Aquivalenzrelation � nicht aus, manben�otigt eine geeignete Verfeinerung.Beispiel 3.17F�ur die Variablen der ABox aus Abbildung 3.9 folgt mit De�nition 3.15 x2 � x4.Ohne eine weitere Bedingung w�urde man also die Variablen x2 und x4 zu einer �-Klasse zusammenfassen. Die so erhaltene Interpretation I erf�ullt aber die Assertionx0 : :(R�R v R�S) nicht mehr, da der Zeuge x2 f�ur diese Assertion mit x4 zusam-mengefa�t wurde. Also ist I weder Modell der ABox noch des AusgangskonzeptesC0. �



74 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)8R:8R:ARR Rx0 : :(R �R v R � S); 9R:(9R:A u (R v S));
S Rx1 : 8R:Ax2 : A x4 : Ax3 : 9R:A u (R v S); 9R:A; (R v S); 8R:A:(x0(R � S)x2)Abbildung 3.9: Zur Notwendigkeit einer weiteren Bedingung.Um eine geeignete Verfeinerung der �Aquivalenzrelation � de�nieren zu k�onnen,ben�otigt man noch den Begri� der Entstehungsgeschichte h(x) einer Variablen x.O�ensichtlich wird jede Variable x 2 �A1 durch eine Folge von Anwendungen ge-nerierender Regeln erzeugt. Genauer: eine Variable x mit level(x) = i wird durchanwenden einer generierenden Regel auf einen Vorfahren x1 mit level(x1) = i1 < ierzeugt, x1 wird durch einen Vorfahren x2 mit level(x2) = i2 < i1 erzeugt und soweiter. Unter der Entstehungsgeschichte von x versteht man nun ein m0-Tupel h(x),das genau die erzeugenden Konzepte enth�alt, durch die die xi und x selber erzeugtwurden.De�nition 3.18 (Entstehungsgeschichte)Die Abbildung h : �A1 �! (Sub(C0) [ f;g)m0 weist jedem x 2 �A1 seine Entste-hungsgeschichte h(x) zu und ist induktiv de�niert durch:� h(x0) := (;; : : : ; ;) und� h(y) := (D0; : : : ; Dj�1; D; ;; : : : ; ;), falls{ y durch anwenden einer generierenden Regel auf x : D erzeugt wurde,{ j = level(x) und{ h(x) = (D0; : : : ; Dj�1; ;; : : : ; ;).(Im folgenden schreibt man kurz h(xi) = h(x)[j  D].)Beachte: Es ist level(x) < m0, also ist h(x) stets ein m0-Tupel �uber Sub(C0) [ f;g.�Beispiel 3.19 (Beispiel 3.17 Fortsetzung)Im Beispiel aus Abbildung 3.9 ist o�ensichtlich� h(x2) = �:(R �R v R � S); ;� sowie� h(x4) = �9R:(9R:A u (R v S)); 9R:A� und damit� h(x2) 6= h(x4).



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 75Ber�ucksichtigt man also die Entstehungsgeschichte bei der �Aquivalenzklassenbil-dung, so fa�t man x2 und x4 nicht zusammen, so da� die Assertion x0 : :(R �R vR � S) aus Abbildung 3.9 erf�ullt bleibt. �Satz 3.20Das Fragment F von ALC + (vn) hat die Endliche-Modell-Eigenschaft, d.h., f�urjedes Konzept C0 aus F sind die folgenden Aussagen �aquivalent:1. C0 ist erf�ullbar.2. C0 ist endlich erf�ullbar. �yBeweis:2: =) 1:: Diese Richtung ist wiederum trivial.1: =) 2:: Sei C0 ein erf�ullbares ALC + (vn)-Konzept aus F und es sei m0 :=depth(C0). Wie im Beweis von Satz 3.14 sei A0 �! A1 �! A2 �! � � � eine unend-liche Folge von Regelanwendungen und I1 das unendliche, kanonische Modell vonC0. (Ist die Folge und damit I1 endlich, so ist nichts zu zeigen.)Wie im Beweis von Satz 3.14 de�niert man induktiv eine �Aquivalenzrelation � auf�A1 mit endlichem Index und zeigt, da� die mit Hilfe von � de�nierte endliche Inter-pretation I ein Modell von A1 und damit von C0 ist. Im Unterschied zur Relation� wird bei der De�nition von � die Entstehungsgeschichte ber�ucksichtigt.De�nition 3.21Seien x; x0 2 �A1 . Dann gelte1. x �m0 x0 genau dann, wenn� level(x) = level(x0) = m0,� C(x) = C(x0) und� h(x) = h(x0) und2. x �l x0 genau dann, wenn 0 � l < m0 und� level(x) = level(x0) = l,� C(x) = C(x0),� h(x) = h(x0) sowie� f�ur alle xRy 2 A1 existiert ein x0Ry0 2 A1 mit y �l+1 y0 und� f�ur alle x0Ry0 2 A1 existiert ein xRy 2 A1 mit y0 �l+1 y.Es gelte x � x0 genau dann, wenn� level(x) = level(x0) = l und� x �l x0. �



76 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)Bemerkung 3.22Die De�nition der Relation � erfolgt wie die De�nition der �Aquivalenzrelation �induktiv, um die Aussagen �uber � und �I leicht auf � und die mit Hilfe von �de�nierte Interpretation �ubertragen zu k�onnen.Das Problem aus Beispiel 3.17 wird auch durch folgende Verfeinerung der Relation� vermieden: x �� x0 gdw x � x0 und h(x) = h(x0):Um aber zu zeigen, da� die mit Hilfe der Relation �� de�nierte, endliche Interpre-tation I 00 ein Modell von A1 ist, ben�otigt man eine Hilfsaussage f�ur �� und I 00,die der Aussage in Lemma 3.16 f�ur � und �I entspricht. F�ur die Relation �� l�a�tsich aber der Beweis von Lemma 3.16 nicht ohne weiteres auf den vorliegenden Fall�ubertragen, da zwar aus x �� x0 auch x � x0 folgt, aber nicht umgekehrt. F�ur diedurch De�nition 3.21 bestimmte Relation � und die mit � de�nierte InterpretationI l�a�t sich der Induktionsbeweis von Lemma 3.16 auf Seite 72 aber o�ensichtlich�ubertragen. �Behauptung: � ist eine �Aquivalenzrelation mit endlichem Index.Beweis: F�ur alle x 2 �A1 gilt h(x) 2 �Sub(C0) [ f;g�m0 . Da m0 und Sub(C0)endlich sind, gibt es also nur endlich viele verschiedene Entstehungsgeschichten zuden Variablen aus �A1 . Mit dieser zus�atzlichen Voraussetzung folgt der Beweis derBehauptung wie f�ur die Relation � aus De�nition 3.15 auf Seite 70.Man de�niert nun die Interpretation I = (4I; �I) durch� 4I := f[x]� j x 2 4I1g,� xI := [x]�,� AI := f[x]� j x : A 2 A1g sowie� RI := f([x]�; [y]�) j ex. x0 2 [x]� und y0 2 [y]� mit x0Ry0 2 A1gund zeigt: I ist Modell von C0.Dazu zeigt man durch Induktion �uber die L�ange von Konzepttermen2 aus F[x]� 2 CI f�ur alle x : C 2 A1: (�)Dann folgt wegen x0 : C0 2 A1 auch [x0]� 2 CI0 , also ist I ein endliches Modellvon C0.Zum Beweis der Behauptung (�) ben�otigt man folgende Hilfsaussagen.2Die Menge F ist nicht induktiv de�niert, also ist eine Induktion �uber den Aufbau von Kon-zepttermen aus F nicht erkl�art.



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 77Lemma 3.23Es seien y0; ym Variablen aus �A1 und ([y0]�; [ym]�) 2 RI .Dann existiert ein y0m 2 �A1 mit y0m 2 R(y0) in A1 und y0m � ym. �yBeweis:Analog zum Beweis von Lemma 3.16 auf Seite 72 zeigt man die Behauptung durchInduktion �uber m = jRj. Dabei gelten die Aussagen und Folgerungen f�ur �I und die�-Klassen auch f�ur I und die �-Klassen. �Lemma 3.24Es sei C0 ein erf�ullbares Konzept aus F und A1 eine aus fx0 : C0g abgeleitete,unendliche ABox und x 2 �A1 . Dann gilt:1. Ist h(x) = (D0; : : : ; Dj�1; ;; : : : ; ;) mit� j = level(x) und� Di = 9Ri:D0i f�ur 0 � i < j,so ist [x]� = fxg.2. Ist x : :(R v S) 2 A1, so gilt:� h(x) = (D0; : : : ; Dj�1; ;; : : : ; ;) mit{ j = level(x) und{ Di = 9Ri:D0i f�ur 0 � i < j und� es existiert genau ein y 2 �A1 mit{ :(xSy) 2 A1,{ h(y) = h(x)[j  :(R v S)] und{ [y]� = fyg. �yBeweis:Zum Punkt (1): Man zeigt durch vollst�andige Induktion �uber j = level(x), da�keine zwei verschiedenen Variablen aus �A1 existieren, die die gleiche Geschichte hhaben mit h = (9R0:D00; : : : ; 9Rj�1:D0j�1; ;; : : : ; ;). Aus dieser Behauptung und derDe�nition 3.21 folgt dann das Gew�unschte:h(x) = (9R0:D00; : : : ; 9Rj�1:D0j�1; ;; : : : ; ;) =) [x]� = fxg:j = 0 :x0 ist die einzige Variable aus �A1 mit Level 0 und es ist h(x0) = (;; : : : ; ;).F�ur alle Variablen x 2 �A1 n fx0g ist h(x) 6= (;; : : : ; ;). Also ist [x0]� = fx0g.j � 1 �! j :Angenommen, es existieren zwei verschiedene Variablen x; x0 mit



78 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)� h(x) = (9R0:D00; : : : ; 9Rj�1:D0j�1; ;; : : : ; ;)= h(xj�1)[j  9Rj�1:D0j�1] und� h(x0) = (9R0:D00; : : : ; 9Rj�1:D0j�1; ;; : : : ; ;)= h(x0j�1)[j  9Rj�1:D0j�1].Dann ist h(xj�1) = h(x0j�1) und per Induktion folgt xj�1 = x0j�1. Aus derDe�nition der Vervollst�andigungsregeln folgt, da� die 9-Regel h�ochstens ein-mal auf die Assertion xj�1 : 9Rj�1:D0j�1 angewendet wird, also ist x = x0 imWiderspruch zur Annahme, da� x und x0 verschieden sind.Zum Punkt (2): Aus der Bedingung an die Konzeptterme aus F folgt, da� Asser-tionen der Form x : :(R v S) nur durch Anwendungen der Regeln �!9;�!u;�!terzeugt werden. Also ist h(x) = (D0; : : : ; Dj�1; ;; : : : ; ;) mit� j = level(x) und� Di = 9Ri:D0i f�ur 0 � i < j.Aus der De�nition der Vervollst�andigungsregeln folgt, da� die 6v-Regel genau einmalauf eine Assertion x : :(R v S) in A1 angewendet wird, d.h., es existiert genauein R-Nachfolger y von x in A1 mit� :(xSy) 2 A1 und� h(y) = h(x)[j  :(R v S)].Zusammen mit Punkt (1) folgt, da� keine andere Variable y0 2 �A1 existiert mith(y0) = h(y). Also ist [y]� = fyg. �Zum Beweis der Behauptung (�):Sei x : C 2 A1.� Ist C von der Form A; :A; C1 uC2; C1 tC2; 9R:C1; 8R:C1 oder (R v S), sofolgt die Behauptung wie im Beweis von Satz 3.14.Beachte: Dabei ist die Induktionsvoraussetzung auf die Subkonzepte C1 undC2 anwendbar, da ihre L�ange gegen�uber C o�ensichtlich kleiner ist. F�ur Kon-zeptterme der Form (R v S) folgt die Behauptung nun mit Lemma 3.23.� C = :(R v S) :Mit der Fairne�annahme folgt, da� es x1; : : : ; xm 2 �A1 gibt mit{ fxR1x1; x1R2x2; : : : ; xm�1Rmxm;:(xSxm)g � A1 und{ h(xm) = h(x)[level(x) :(R v S)].



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 79Aus der De�nition von I folgt ([x]�; [xm]�) 2 RI und es gilt ([x]�; [xm]�) 62 SI ,denn:Angenommen, es gilt ([x]�; [xm]�) 2 SI . Dann folgt mit Lemma 3.23, da� einx0m in �A1 existiert mit: x0m ist S-Nachfolger von x in A1 und x0m � xm. MitLemma 3.24 folgt x0m = xm, also xm 2 S(x) inA1 und :(xSxm) 2 A1. Damitenth�alt A1 einen clash im Widerspruch zur Voraussetzung, da� A1 o�en ist.Es folgt ([x]�; [xm]�) 62 SI und damit [x]� 2 (:(R v S))I . �Beispiel 3.25 (Beispiel 3.7 Fortsetzung)Abbildung 3.10 stellt die endlichen Interpretationen I 0 und I 00 dar, die man f�ur dasKonzept C1 bzw. C2 aus Beispiel 3.7 durch die �Aquivalenzrelation � bzw. � erh�alt.O�ensichtlich gilt: CI01 6= ; und CI002 6= ;.Beachte: Unter Verwendung der Relation �� aus Bemerkung 3.22 w�urde in I 00 gelten:y1 �� y5 und y2 �� y6. Die so erhaltene, kleinere Interpretation w�are ebenfalls ein Modellvon C2. F�ur beliebige Konzepte aus F bleibt aber eine entsprechende Behauptungnoch zu zeigen. �I0 : [x0]�[x1]� [x3]�[x2]� RRR R
R

I00 : [x0]�[x1]�[x2]�[x3]�[x4]�
[y1]�[y2]� [y3]�[y4]�

RR R R RRR SR; S RS [y6]�[y5]�R R
Abbildung 3.10: Zwei endliche Modelle.Beispiel 3.26Man betrachte folgendes ALC + (vn)-Konzept, das o�ensichtlich nicht in F ist:C0 := 9R::(R v S) u 8R::(R v S) u (R �R v R � S):Wie in Beispiel 3.7 skizziert, liefert eine unendliche Folge von Regelanwendungendas in Abbildung 3.11 dargestellte unendliche, kanonische Modell I1.Die mit Hilfe der �Aquivalenzrelation � de�nierte endliche Interpretation I ist inAbbildung 3.12 dargestellt. O�ensichtlich ist I aber kein Modell von C0, da der R-Nachfolger [x3]� von [x0]� nicht in :(R v S)I ist. Die ebenfalls in Abbildung 3.12dargestellte, endliche Interpretation I 0 ist ein Modell von C0.Das Modell I 0 erh�alt man durch eine geeignete, disjunkte Zerlegung der �Aquivalenz-klasse [x4]� in x4 = fx4; x8; x12; : : :g und x6 = fx6; x10; x14; : : : g. Diese Zerlegung



80 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)
S S S R� � �x1 : :(R v S) x3 : :(R v S) x5 : :(R v S) x7 : :(R v S)x2 x4 x6 x8:(x3Sx4):(x1Sx2) :(x5Sx6) :(x7Sx8) � � �� � �RR R R RR � � �R

x0 : 9R::(R v S) u 8R::(R v S) u (R �R v R � S)
Abbildung 3.11: � ist unzureichend f�ur ALC + (vn).R S S x6x4R R RS RRI0 :RR[x0]�[x1]� R; SR [x5]�[x4]�RS R[x2]�

I :
[x2]�[x1]�[x3]� [x3]� [x5]�[x0]�

Abbildung 3.12: Die endliche Interpretation und ein endliches Modell von C0.beruht auf der folgenden Bedingung:(�) Fasse zwei Variablen y und y0 nicht zusammen, wenn ein x 2 �A1existiert mit :(xRy) 2 A1 und y0 2 R(x) in A1.Leider zeigt das obige Beispiel, da� (�) keine Verfeinerung der �Aquivalenzrelation� zu einer weiteren �Aquivalenzrelation �= liefert. F�ur die Variablen aus Abbildung3.11 gilt: Man kann x4 mit x8 und x10 zusammenfassen, aber x8 und x10 d�urfennicht zusammengefa�t werden. Damit de�niert die Bedingung (�) keine transitiveRelation auf der Tr�agermenge eines unendlichen kanonischen Modells. Es ist alsounklar, ob und wie man mit Hilfe der Bedingung (�) eine �Aquivalenzrelation auf�A1 mit endlichem Index de�nieren kann.Beachte: F�ur eine unendliche ABox A1, die aus fx0 : C0g mit einem beliebigenALC + (vn)-Konzept C0 in NNF abgeleitet wurde, und f�ur die mit Hilfe der �Aqui-valenzrelation � aus De�nition 3.21 bestimmte endliche Interpretation I gilt imallgemeinen nicht, da� I Modell von C0 ist. Die Ursache hierf�ur ist, da� es nunAssertionen x : :(R v S) und x0 : :(R v S) mit x 6= x0 und x � x0 geben kann(z.B. gilt f�ur die Variablen in Abbildung 3.11 x3 � x5 � x7 � � � � ). Mit Lemma 3.24folgt, da� dies ausgehend von Konzepten in F nicht m�oglich ist. Desweiteren gibtes y; y0 mit y 2 R(x), :(xSy) 2 A1 sowie y0 2 R(x0), :(x0Sy0) 2 A1. Gilt danny � y0, so folgt aus ([x]�; [y]�) 2 SI nicht mehr die Existenz einer S-Rollenkettevon x nach y in A1 (betrachte dazu die Variablen x4; x6; : : : aus Abbildung 3.11).Daher l�a�t sich der Widerspruchsbeweis der Behauptung (�) von Seite 78 nicht aufABoxen A1 �ubertragen, die zu beliebigen ALC + (vn)-Konzepten erzeugt wurden.�



3.2. DAS ERF�ULLBARKEITSPROBLEM F�UR ALC + (vn) 81EntscheidbarkeitsresultateMit den Aussagen aus Lemma 3.11 und Satz 3.20 folgt nun die Entscheidbarkeit desErf�ullbarkeitsproblems f�ur ALUE + (vn) und das Fragment F von ALC + (vn).Theorem 3.27F�ur das Fragment F von ALC + (vn) ist das Erf�ullbarkeitsproblem entscheidbar,d.h., f�ur ein gegebenes ALC + (vn)-Konzept C0 aus F ist e�ektiv entscheidbar, obeine Interpretation I existiert mit CI0 6= ;. �yBeweis:Ist C0 unerf�ullbar, so folgt mit Lemma 3.11, da� der Vervollst�andigungsalgorithmusnach endlich vielen Regelanwendungen mit Ausgabe "C0 ist unerf�ullbar." termi-niert. Ist C0 erf�ullbar, so existiert mit Satz 3.20 ein endliches Modell zu C0. Zu jederKardinalit�at n existieren bis auf Isomorphie nur endlich viele verschiedene Interpre-tationen der Konzept- und Rollennamen aus Sub(C0) und zu jeder Interpretationkann man o�ensichtlich e�ektiv entscheiden, ob sie ein Modell von C0 ist oder nicht.Z�ahlt man also rekursiv zu jeder Kardinalit�at n � 1 die endlich vielen `verschiede-nen' Interpretationen auf und pr�uft jeweils, ob es sich um ein Modell f�ur C0 handelt,so �ndet man nach endlich vielen Schritten ein endliches Modell zu C0, falls C0erf�ullbar ist. �Die folgende De�nition beschreibt das Fragment von ALC + (vn), f�ur das das Sub-sumtionsproblem durch Reduktion auf das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur F entschiedenwerden kann.De�nition 3.28 (Das Fragment ALU + (vn))Seien NC eine Menge von Konzeptnamen und NR eine Menge von Rollennamen.Die Menge der ALU + (vn)-Konzepte enth�alt alle ALUE + (vn)-Konzepte, die �uberNC und NR aufgebaut sind und nur nicht-quali�zierende Existenzrestriktionen derForm (9R:Top) enthalten. Dabei steht Top als Abk�urzung f�ur ein Konzept At(:A),A 2 NC, wird also stets als die gesamte Tr�agermenge interpretiert. �Theorem 3.29Das Subsumtionsproblem f�ur ALU + (vn) ist entscheidbar, d.h., f�ur zwei KonzepteC;D aus ALU + (vn) kann man e�ektiv entscheiden, ob C v D gilt oder nicht. �yBeweis:F�ur ein ALU + (vn)-Konzept D ist das zu :D e�ektiv bestimmbare ALC + (vn)-Konzept D0 in NNF in F , denn:Aus der De�nition der Menge der ALU + (vn)-Konzepte folgt:� Sub(D) enth�alt keine negativen Role-Value-Maps und� f�ur jedes Konzept der Form 9R:C 0 aus Sub(D) gilt: C 0 = Top, also



82 KAPITEL 3. DIE SPRACHE ALC + (vn)� enth�alt keine Existenzrestriktion aus Sub(D) ein Subkonzept der Form(R v S).Damit enth�alt Sub(D0) o�ensichtlich keine Konzepte der Form 8R:C 0, wo Sub(C 0) einKonzept :(R v S) enth�alt. Also liegt das zu C u:D geh�orige ALC + (vn)-KonzeptC 0 in NNF in F und ist o�ensichtlich e�ektiv bestimmbar. Gem�a� Theorem 1.11gilt C v D genau dann, wenn C u (:D) unerf�ullbar ist. Mit Theorem 3.27 folgtalso, da� das Subsumtionsproblem f�ur ALU + (vn) entscheidbar ist. �



Kapitel 4ZusammenfassungDie Ergebnisse dieser ArbeitIn dieser Arbeit wurden Entscheidbarkeitsprobleme f�ur die BeschreibungslogikenALCN (�) und ALC + (vn) untersucht.Ausgangspunkt war der Beweis der Entscheidbarkeit des Erf�ullbarkeitsproblems f�urALCN (�) in [BS96]. Zum Beweis wurde ein regelbasiertes Verfahren angegeben, dasausgehend von einem erf�ullbaren Konzeptterm C0 ein kanonisches Modell I durchiteriertes Anwenden sogenannter Vervollst�andigungsregeln erzeugt, so da� �I eineInstanz von C0 enth�alt.In Abschnitt 2.2 wurde dann versucht, auch das Konsistenzproblem f�ur ALCN (�)mit diesem regelbasierten Verfahren zu entscheiden. Dabei stellte man aber fest,da� es F�alle gibt, f�ur die es unendliche Folgen von Regelanwendungen geben kann.Man ben�otigte also geeignete Erweiterungen f�ur den Konsistenzalgorithmus, umTerminierung zu gew�ahrleisten.F�ur das Fragment ALCN wurde eine Strategie angegeben, die die Regelanwendungso steuert, da� keine unendliche Folge von Regelanwendungen ausgehend von einerbeliebigen, verallgemeinerten ALCN -ABox m�oglich ist. Damit wurde die Entscheid-barkeit des Konsistenzproblems f�ur ALCN bewiesen.Daher wurde versucht, durch eine �ahnliche Strategie auch die Terminierung iterierterRegelanwendungen auf ALCN (�)-ABoxen zu sichern. Leider wurden f�ur zwei vielver-sprechende Strategien Beispiele gefunden, die zeigen, da� auch bei Einhaltung dieserStrategien unendliche Folgen von Regelanwendungen m�oglich sind.Ein weiterer Ansatz, der in dieser Arbeit nicht dokumentiert ist, basierte auf derIdee, die Vervollst�andigungsregeln so zu modi�zieren, da� Terminierung leicht nach-gewiesen werden kann. F�ur eine entsprechende Menge von Regeln wurde dann aberder Nachweis der Vollst�andigkeit des Algorithmus ebenso schwierig wie der Nachweisder Terminierung f�ur das urspr�ungliche Verfahren.Bei dem anschlie�enden Versuch, die Endliche-Modell-Eigenschaft f�ur ALCN (�)-ABoxen nachzuweisen, wurde festgestellt, da� es faire, unendliche Folgen von Re-83



84 KAPITEL 4. ZUSAMMENFASSUNGgelanwendungen geben kann, durch die unendliche, kanonische Modelle erzeugt wer-den. Leider konnte auch ausgehend von einem solchen speziellen unendlichen Modellkein endliches Modell f�ur eine konsistente ABox de�niert werden.Damit wurde der Versuch, das Konsistenzproblem f�ur ALCN (�) im Rahmen dieserArbeit zu entscheiden, aufgegeben. Um dennoch ein Entscheidbarkeitsresultat zuerhalten, wurden zum Abschlu� des 2. Kapitels noch Bedingungen gesucht, die eineKlasse von ALCN (�)-ABoxen charakterisieren, f�ur die das Konsistenzproblem durchden Algorithmus entschieden wird. Dazu mu�te die Terminierung jeder Folge vonRegelanwendungen ausgehend von einer ABox aus dieser Klasse gesichert sein. DerTerminierungsbeweis zum Erf�ullbarkeitsalgorithmus f�ur ALCN (�) in [BS96] basiertauf der Beobachtung, da� jede aus fx0 : C0g abgeleitete ABox eine Levelstrukturbesitzt. Deshalb de�nierte man alle verallgemeinerten ALCN (�)-ABoxen als zul�assigf�ur eine iterierte Regelanwendung, die eine Levelstruktur besitzen. Dabei ist f�ureine gegebene ALCN (�)-ABox e�ektiv entscheidbar, ob sie zul�assig ist. F�ur zul�assi-ge ABoxen lie� sich der Terminierungsbeweis aus [BS96] �ubertragen. Man erhieltalso f�ur eine spezielle, entscheidbare Klasse von ALCN (�)-ABoxen das gew�unschteEntscheidbarkeitsresultat.Im 3. Kapitel wurde das Erf�ullbarkeits- und Subsumtionsproblem f�ur Erweiterun-gen von ALC um Role-Value-Maps mit Rollenkomposition untersucht. Mit den Er-gebnissen aus [Sch89] wurde zun�achst gezeigt, da� Erf�ullbarkeit f�ur ALC + (v) un-entscheidbar ist. Motiviert durch die Erkenntnis, da� das Fragment ALC + (vn) dieLevelstruktur-Eigenschaft besitzt, wurde ein regelbasiertes Verfahren angegeben, dasErf�ullbarkeit f�ur ALC + (vn) entscheiden sollte.Der erhaltene Erf�ullbarkeitsalgorithmus wurde als widerlegungsvollst�andig nachge-wiesen, aber es wurden wiederum Beispiele angegeben, die zeigen, da� die Termi-nierung einer Folge von Regelanwendungen im allgemeinen nicht gew�ahrleistet ist.Um dennoch ein Entscheidbarkeitsresultat zu erhalten, gri� man erneut die Ideeauf, direkt die Endliche-Modell-Eigenschaft zu zeigen. Dies gelang f�ur ein geeignetde�niertes Fragment F von ALC + (vn). Es folgt die Entscheidbarkeit des Erf�ullbar-keitsproblems f�ur das Fragment F und daraus wiederum die Entscheidbarkeit desSubsumtionsproblems f�ur ALU + (vn).AusblickIn [BS96] wird bewiesen, da� das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur fast alle Erweiterungenvon ALCN (�) um die Rollenoperatoren Disjunktion, Konjunktion und inverse Rollenunentscheidbar ist. Lediglich f�urALCN (�;t) und ALCN (�; ��1) ist das Erf�ullbarkeits-problem noch o�en.Bei dem Versuch, das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur ALCN (�;t) mit Hilfe eines regelba-sierten Verfahrens zu entscheiden, tri�t man auf �ahnliche Probleme wie bei der Un-tersuchung des Konsistenzproblems f�ur ALCN (�). In beiden F�allen ist Terminierungim allgemeinen nicht gew�ahrleistet und in beiden F�allen scheint es nicht m�oglich,



85ein unendliches bzw. beliebig gro�es Modell zu erzwingen, so da� ein bekanntesunentscheidbares Problem auf das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur ALCN (�;t) oder dasKonsistenzproblem f�ur ALCN (�) reduziert werden k�onnte.Diese Arbeit beinhaltet einige Aspekte, die in weiterf�uhrenden Arbeiten zu untersu-chen bleiben. Zun�achst bleibt nat�urlich das Konsistenzproblem f�ur ALCN (�) sowiedas Erf�ullbarkeits- und Subsumtionsproblem f�ur ALC + (vn) o�en. Der vorgestell-te Erf�ullbarkeitsalgorithmus f�ur ALCN (�) ist EXPTIME und die Frage nach einemPSPACE-Verfahren ist ebenfalls o�en ([BS96]).
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